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هذا البحث صادر عن مركز بحوث كلية إدارة «Jie I‏ وقد وافق مجلس عمادة البحث العلمي 
على نشره بعد استيفائه الشروط العلمية للنشر بالجامعة في جلسته الثانية للعام الجامعي 


VEYA /V INV بتاريخ‎ OS V EE ١/١ 4 





جميع حقوق النشر محفوظة. لا يسمح بإعادة نشر أي جزء من الكتاب بأي شكل ghey‏ وسيلة سواء كانت إلكترونية أو 
آلية بها في ذلك التصوير والتسجيل أو الإدخال في أي نظام حفظ معلومات أو استعادتها بدون الحصول على موافقة 
كتابية من دار جامعة الملك سعود للنشر. 
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مقدمة المولك 


تعرف بحوث العمليات التطبيقية أو علم الإدارة على lel‏ فرع من علوم الرياضيات التطبيقة. 
والتى تبحث عن إيجاد الحل الأمثل للمشاكل التي تواجه الإدارة ومتخذي القرار» حيث تمتلك هذه 
المنشآت موارد محدودة Ut‏ يستدعى استخدام هذه الموارد بأفضل طريقة. ولقد بدأ استخدام بحوث 
العمليات منذ الحرب العالمية الأوى» حيث تم استخدامها في المجال العسكري ومن ثم شاع 
استخدامها وتسارع تطورها في مجالات عدة منها SVE‏ إدارة الأعمال والهندسة حتى أصبحت 
تخصصاً أساسياً في كثير من الجامعات. كا أن التقدم التقنى وتطور أجهزة الحاسوب ساعد في 
استخدام بحوث العمليات التطبيقة في المجالات الاقتصادية والإدرية وال هندسية وامتد استخدامها في 
المشاريع الخيرية والرياضية وغيرها كثير. 

ومن أهم مواضيع بحوث العمليات التطبيقية هو del‏ الخطية والتي لاقت Gea!‏ 
واستخداماً كبيراً في كثير من منشأت الأعمال ما استدعى مقابلة ذلك بوجود مراجع تدعم طلاب 
الجامعات في مرحلة البكالوريوس وطلاب ماجستير إدارة الأعمال. وعلى الرغم من انتشار تطبيق 
البرمجة الخطية في العام أجمع وما واطبها من تطور تقنى» فإنها لم تجد اهتماماً مماثلاً في الكتب والمراجع 
العربية tle‏ مع هذا الاستخدام العالمي. ولقد بدأت فكرة كتابة هذا الكتاب نتيجة لتشتت مواضيع 
البرمجة الخطية في المراجع العربية. 

Ga,‏ هذا الكتاب إلى تقديم موضوع البرمجة الخطية وتطبيقاتها في المجالات الإدارية إلى 
طلاب مرحلة البكالوريوس والماجستير في كلية إدارة الأعمال. وتشمل موضوعات الكتاب 
المي ضوعات التالية: 

* صياغة البرنامج الخطي: الصياغة الرياضية للبرنامج الخطي مع أمثلة متنوعة في OVE‏ 
إدارة الأعمال. 


المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


oe‏ البرنامج الخطي باستخدام الرسم البياني: حل البرنامج الخطي عندما تكون المسألة 

»حل البرنامج الخطي باستخدام طريقة السمبلكس: حل البرنامج الخطي عندما تكون 
متغيرات القرار AST‏ من اثنين وهي الحالة الغالبة في الواقع. 

٠تحليل‏ الحساسية والثنائية: تحليل مخرجات البرنامج الخطي» ومعرفة الأسعار الثنائية للموارد 
لصنع القرارات المناسية. 

* مسألة النقل: أحد أهم تطبيقات البرمجة الخطية» ومعرفة بعض الطرق الخاصة لحل مسائل 
النقل باستخدام جداول النقل. 

* مسآلة التخصيص: أحد تطبيقات de J)‏ الخطية» وإن كانت تتطلب أعدادا صحيحة. 
وسنتعرف على حل هذا النوع من المسائل باستخدام الطريقة المنغارية. 

* برمجة الأعداد الصحيحة الخطية: هي it y‏ خطية» ولكن بعد تغيير فرضية الاستمرارية إلى 
فرضية الأعداد الصحيحة فقط» وسنتعرف على أنواع برمجة الأعداد الصحيحة الخطية» وعلى استخدام 
الشروط المنطقية فيها. 
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بهتم هذا الكتاب بحل المشاكل التي تواجه الإدارة باستخدام النماذج الكمية (Quantitative‏ 
Models)‏ 3( بحوث العمليات «(Operations Research)‏ وعلم «(Management Science) 3 jlo YI‏ وهما 
اسان يقدمان المعنى نفسهء ولاسيا أن المنظمتين الكبيرتين dae‏ بحوث العمليات الأمريكية 
(ORSA)‏ ومعهد ale‏ الإدارة (TIMS)‏ قد انضمتا في العام ١945‏ نحت اسم معهد بحوث 
العمليات» وعلم الإدارة (INFORMS)‏ وقبل الحديث عن all‏ الكمية LY‏ من تقديم تعريف 
لصطلح بحوث العمليات» فقد عرّفها معهد بحوث العمليات وعلم الإدارة (INFORMS)‏ وجمعية 
بحوث العمليات في المملكة المتحدة (The OR Society of the UK)‏ بأنها ele‏ يستخدم ويطبق الطرق 


التحليلية المتقدمة للمساعدة في الحصول على قرارات أفضل : 


(Operations Research (O.R.) 15 the discipline of applying advanced analytical methods 
to help make better decisions). 


Li‏ اتحاد جمعيات بحوث العمليات الأوروبية (EURO)‏ فقد عرفتها EL‏ طريقة علمية لحل 
المشكلات في الأنظمة الإدارية المعقدة: 
(A scientific approach to the solution of problems in the management of complex systems).‏ 
CS‏ عرفتها دائرة المعارف البريطانية المختصرة بأنها تطبيق الطرق العلمية لإدارة الأنظمة 
العسكرية والحكومية والتجارية والصناعية: 


(Application of scientific methods to management and administration of military, 
government, commercial, and industrial systems). 


Ul‏ دائرة المعارف للعلوم والتقنية» فقد عرفتها بأنها تطبيق الطرق والأساليب العلمية 
Fax ol fst 5 i‏ باتخاذ القرارات: 


Y‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
(The application of scientific methods and techniques to decision-making problems).‏ 

و باختصار يمكن القول إن بحوث العمليات هي طرق علمية رياضية تساعد الإدارة لحل 
المشاكل التي تواجهها. Uy‏ كانت النماذج الكمية مثلها مثل أي نموذج آخر مستخدم في أي علم آخر 
(مثل الفيزياء الاقتصاد. الفنون وغيرها)» فإنه يمكن تعريف النموذج بالعموم على أساس أن " 
النموذج تمثيل مبسط للواقع". والناذج الكمية هي تمثيل مبسط للواقع بأسلوب كمي (رياضي) 
تصب في مصلحة SLI‏ القرارات «(Decision Making)‏ ومنها يتم حل المشاكل ذات الطابع الكمي 
باستخدام هذه الناذج. ويمكن استخدام الناذج الكمية في OVE‏ كثيرة مثل الإحصاء. والطندسة. 
والادارة. وغ (US‏ لکن ما bag‏ هنا هو استخدام ce‏ الكمية لبحوث العمليات t‏ عا لات 
الإدارة. ويمكن تقسيم الناذج الكمية المستخدمة في بحوث العمليات على أساس مدى التأكد 
(Certainty)‏ من المدخلات إلى: 

.(Deterministic Models) #342 c? — 

(Probabilistic Models) احتمالية‎ e-5lo -Y 

amt‏ المحددة (D)‏ تكون المدخلات فيها (مثل التكاليف» والأسعار» وساعات العمل) 
معلومة بتأكد تام» ومثال ذلك الزمن المستغرق لتعبئة المرطبات UT‏ في مصنع للمشروبات الغازية. 
Ul‏ النهاذح الاحتالية (P)‏ فتكون واحدة أو أكثر من مدخلاتها غير مؤكدة» ويمكن قياسها 
باستخدام أحد التوزيعات الاحتالية المناسبة» ومثال ذلك أن عدد الأشخاص الراغبين في BAL‏ 
لدى أحد OME‏ الحلاقة بالساعة ade‏ غير معروف بشكل مؤكد. 

يمثل الجدول التالي (جدول رقم )١ ١‏ النماذج الكمية المستخدمة في بحوث العمليات: 


جدول رقم .)١, ١(‏ يمثل النماذج الكمية المستخدمة في بحوث العمليات. 
ie jJ‏ الخطية 


الشبكات 
إدارة o ji‏ 


الإنتاج 


الحدولة 
jl‏ 
المحاكاة 


بر جة الأعداد الصحيحة 





تابع جدول رقم .)١ ١(‏ 


Ae pS‏ غير الخطية 
dl‏ الديناميكية 


نظرية الألعاب 
نظرية الصفوف 





من هذا الجدول نلاحظ أن بعض الناذج محددة ehä‏ وبعض الناذج احتالية ehä‏ وهناك 
ناذج تقبل الأمرين حسب البيانات (المدخلات) المتوفرة. 
وجب ملاحظة أن أي نموذج كمي لا يمكن أن يضمن اتخاذ القرار الأفضل cle‏ لكن 
هناك وسائل تساعد على الحصول على أفضل القرارات الممكنة» وذلك باستخدام الأسلوب العلمي 
SLAY‏ القر ccnl jf‏ والذى يعرف بال احا , العلمية ف بحوث العمليات ]2010 [Taylor III,‏ . ال 
ي يعرف بالمراحل العلمية في بحو : 
رقم )1 CV,‏ يوضح تسلسل هذه المراحل : 


المرحلة الأولى: تعريف المشكلة: وهي أهم مرحلة حيث إن الخطأ في تعريف المشكلة يؤدي 
إلى نتائج غير مرغوبة. ولابد من ملاحظة أن المشكلة لا تعني أن الوضع سيئ في المنشأة» فقد تكون 
المشكلة هي في الرغبة في تحسين حجم الأرباح وزيادتها بدلا من ٠٠٠٠٠٠١‏ ريال إلى ١٠١١٠٠٠١‏ 
«JU‏ ولذلك يجب آلا نتعامل مع UKA‏ كا تعنيه هذه الكلمة لغويا. وتكمن الصعوبة في هذه 
الخطوة في معرفة كيفية البدء» وذلك في ظروف مثل أن البيانات مشتتة» وغير واضحة, الاختلاف في 
تقدير الأمور بين الإدارات» عدم وضوح ما تريده الإدارة العليا في المنشأة» ضيق الوقت» ضعف 
حجم الميزانية المخصصة هذا العملء لكن كل هذه الظروف وغيرها من الأمور الطبيعية التي 
يواجهها الباحث» ولذلك لابد من إيجاد الطريقة المناسبة؛ لتقليل SG‏ هذه الظروف على alas‏ 
ولتعريف المشكلة بشكل سليم يجب اتباع الوسائل التالية: 

e‏ تقرير ماهية المشكلة في العموم: قد يواجه الباحث معضلة أن الإدارة لا تعرف ما هي 
المشكلة؟ ولا تستطيع أن تحددهاء لكن نتائج أعمالها تدل على أن هناك مشكلة» وقد تكون 
الإدارة تعرف المشكلة» ولكنها غير متأكدة منهاء ومن هنا يتجل على الباحث عبء معرفة 
المشكلة الحقيقية. 


$ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
بالمنشأة» وبالمشكلة محل الدراسة» سواءً أكانت هذه الظروف داخلية (الإدارة» أو العمالة» أو 
الصيانة» أو (La pe‏ أو خارجية (الموردين» أو الزبائن» أو حجم السوق» وغيرها). 





الشكل رقم .)١,1(‏ يوضح تسلسل المراحل العلمية في بحوث العمليات. 


o التمهيد‎ 


مراقبة العمل: يجب أن تكون مراقبة العمل ALLE‏ ومثال ذلك مراقبة سير العملية الإنتاجية 


* 


من البداية إلى النهاية» ومعرفة شخصية ودور كل من يشارك فيها. كذلك النظر إلى الأمور 
من مختلف الزوايا ووجهات النظر سواءً من قبل الإدارة المالية» أو التسويقية» أو من قبل 
إدارة العمليات» وغيرهاء وكذلك eI‏ بالظروف الخارجية الأخرى المؤثرة على العمل. 
التواصل مع الإدارة: على الباحث الاهتام بمسألة التواصل مع الإدارة طوال فترة دراسة 
المشكلة؛ وذلك ليتسنى له الحصول على تعريف صحيح للمشكلة. والابتعاد عن أي أخطاء 
في تفسير الأمور. 


المرحلة الثانية: بناء النموذج الكمي المناسب: يقوم الباحث بالاستفادة من جميع البيانات 


التي فام بجمعها في الخطوة السابقة. وذلك من أجل وضع نموذج كمي مناسب لحل AS‏ حل 
الدراسةء ويتم ذلك Jls‏ : 


تحديد وتعريف متغيرات القرار :(Decision Variables)‏ تحديد متغير القرار هو من 
أصعب المهام في بناء النموذجء ولابد من التمييز بين نوعين من المدخلات التي يمكن 
التحكم «(Controllable Inputs) L-‏ 3 التي تتضمن متغيرات القرار (مثل عدد ساعات 
العمل الإضافية»)» والمدخلات التي لا يمكن التحكم بها «(Uncontrollable Inputs)‏ والتي 
أيضاً تسمى (parameter) dlas‏ وهذا النوع لا يمكن تغييره إلا بتغيير الأصل (مثل الطاقة 
الإنتاجية القصوى (UW‏ وعلى الباحث تحديد متغيرات القرار بدقة» وذلك عن طريق 
Se b Y‏ سوال Le‏ بريد تقس CULL odis Lal jo‏ 

تحديد GM‏ والقيود كمياً: هنا LY‏ أن يكون الباحث قادراً على تحديد المدف 
(Objective)‏ الذي يريد تحقيقهء وكذلك تحديد وبشكل شامل جميع القيود (Constraints)‏ 
والشروط التي تؤثر على هذه المشكلةء والتي تتمثل بالإمكانات المتاحة والظروف المحيطة 
بالمشكلة ومن ثم القدرة عل التعبير عن الحدف والقيود لله المشكلة رياضياً. 

بناء هيكل النموذج: يقوم الباحث هنا بكتابة المشكلة كاملة بشكل صيغة رياضية يمكن 
حلهاء واستخراج النتائج. 


المرحلة الثالثة: حل النموذج وتحليل المخرجات: يقوم الباحث بحل النموذج الكميء 


وتحديد أفضل الحلول أو الحلول المثلى «(Optimal Solutions)‏ ومن ثم تحليلها باستخدام الوسائل 
التقليدية أو الحاسب JYI‏ لإظهار كثير من العلاقات التي تكون ذات جدوى في تحسين حل المشكلة 


] المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


مستقلاء وهنا LY‏ من ملاحظة أن المشكلة قد تكون معقدة جداء وحلها قد يستغرق LS y‏ وجيدا 
bes‏ أو تكاليف TPES‏ ويمكن T Ol‏ بحل فل لا يكون أفضل الحلول» ولكنه حل جيد 
cla‏ باستخدام طريقة رياضية Aud]‏ ا .(Heuristics)‏ 


المرحلة الرابعة: التحقق من النتائج: يقوم الماحث pos‏ اجعة J AAI‏ هذه USED‏ ومقارنتهاء 
وإمكانية تطبيقها على الواقع. والتأكد أن هذا الحل هو الحل المناسب للمشكلةء وعلى اللات العودة 
إلى كل أو بعض المراحل السابقة عند وجود صعوبة» أو مشكلة في التحقق من النتائج» أو في تطبيق 
الحل على الواقع. فمثلا قد يحتاج للعودة إلى تعريف المشكلةء أو قد يحتاج إلى بناء نموذج كمي آخر 
أكثر مناسية لهذه المشكلة. 


المرحلة الأخيرة: تطبيق النموذج: في هذه المرحلة يتم التطبيق بعد التأكد من صلاحية 
النموذج Fly‏ على الخطوات السابقة. 


موضوع الكتاب 
سيركز هذا الكتاب على البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة» حيث تعتبر من أكثر 
موضوعات بحوث العمليات استخداماً كا ذكرنا سابقاً في الجدول رقم V)‏ ,0( وتظهر أهمية 
de UJ‏ الخطية الذي دفع إلى كثرة استخدامها إلى سهولتها ما سهل إمكانية صنع القرارات الإدارية 
المناسبة سواء من نتائج البرنامج الخطي» أو من نتائح تحليل الحساسية. سيتم ترتيب هذا الكتاب 
لعرض موضوعات البرمجة الخطية MIS‏ 
٠‏ صياغة البرنامح الخطي: الصياغة الرياضية للبرنامج الخطي مع أمثلة متنوعة في SVE‏ 
إدارة الأعمال. 
ه حل البرنامج الخطي باستخدام الرسم البياني: حل البرنامج الخطي عندما تكون المسألة 
متغيرات القرار أكثر من اثنين وهي الحالة الغالبة في الواقع. 
e‏ تحليل الحساسية والثنائية: تحليل مخرجات البرنامج الخطي» ومعرفة الأسعار الثنائية للموارد 


V التمهيد‎ 


مسألة النقل: أحد أهم تطبيقات de WW)‏ الخطية» وهنا سنعرف بعض الطرق الخاصة لحل 
مسائل النقل باستخدام جداول النقل. 

مسألة التخصيص: أحد تطبيقات de‏ الخطية» وإن كانت تتطلب أعداداً صحيحة: 
وسنتعرف على حل هذا النوع من المسائل باستخدام الطريقة الهنغارية. 

de,‏ الأعداد الصحيحة الخطية: هي de‏ خطية» ولكن بعد تغيير فرضية الاستمرارية إلى 
فرضية الأعداد الصحيحة فقط. وسنتعرف على أنواع بريجة الأعداد الصحيحة الخطية. 
وعلى استخدام الشروط المنطقية فيها. 


۸ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
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Gi) Y) 


Linear Programming 


تعدٌ البرمجة الخطية من أهم مواضيع بحوث العمليات» وهي أداة يمكن استخدامها من قبل 
متخذ القرار لإيجاد أفضل الخيارات من مجموعة من الخيارات الممكنة. ويمكن القول إن اسم البرمجة 
الخطية مكون من مقطعين الأول "بريجة"» وتعني أن حل هذا النوع من المسائل e jb‏ اتباع خطوات 
رياضية مسبقة أو مبرمجة والمقطع الثاني "خطية". وتعني أن العلاقاتِ الرياضية هذا النوع هي 
Cole‏ خط : eu‏ اهناك نون 1 lop‏ ي Lhilig Jb có d, thet ieu‏ 
بأنها أداة رياضية من أدوات بحوث العمليات تستخدم لإيجاد الحل الأمثل لتحقيق ال هدف المطلوب: 
والمقيد بجملة من الشروط في ظل أن جميع العلاقات الرياضية هي علاقات خطية. وقد ظهر 
استخدام ie Ji‏ الخطية في العام ١٤۱۹م‏ عن طريق البروفيسور جورح دانتز ج (George Dantzig)‏ 
عندما كان يعمل في بداية حياته العملية في وزارة الدفاع الأمريكية كرئيس لإدارة التحليل 
الإحصائي في القوات الجوية ]2005 ,6855]. وقد وجد دانتزج أن حل كثير من مسائل التخطيط في 
القوات الحوية cse‏ باستخدام المتراجحات الخطية» ومنذ ذلك الحين بدأ ظهور اسم "البرمجة في 
الأسس الخطية c Programming in a Linear Structure‏ التى اختصرت لاحقاً باسم ie JE‏ الخطية. 
ولكن قبل الدخول في دراسة البرمجة الخطية لابد لنا من معرفة الفرضيات التي تقوم عليها. تقوم 
البرمجة الخطية على مجموعة من الفرضيات التي يجب توفرها عند الرغبة في حل المشكلة باستخدام 
ie J‏ الخطية. 


١‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها ي الإدارة 


فرضيات اللرمجة الخطية: [Vohra,1992]‏ 

١‏ - التناسب :(Proportionality)‏ تعنی هذه الفرضية أن معامل أي متخير سببقى tuU‏ سو اء 
كان في دالة المدف أو في القيود. كمثال عل “U3‏ لو أن الوحدة الواحدة من X,‏ تعطى buy‏ قدره 
٠‏ ريالات» ob‏ ذلك يعني أن الربحية من هذا المنتح تساوي LOX)‏ فلو كانت 5= × فالربح من 
هذا cecil‏ يساوي 00 ريالآء ولو كانت X1=100‏ فالربح من هذا المنتج يساوي ٠٠٠١‏ ريال. liag‏ 
يعني أن قيمة المعامل لا تتغير بتغير قيمة Xp‏ 

-Y‏ التحميعية :(Additivity)‏ ويمكن madl‏ عنها P (Linearity) 4Ja3-U‏ هذه 
الفرضية أنه لا يوجد تداخل بين متغيرات القرار سواءً في القيود أو في دالة المدف. فدالة الهدف ما 
هي إلا مجموع الأرباح أو الإيرادات أو التكلفة الناتجة من جميع متغيرات القرار» والقيد ما هو إلا 
مجموع الموارد المستهلكة أو مجموع المنتجات» أو باختصار هو مجموع القيم المشترطة لهذا القيد. وعلى 
هذا فيمكن فقط استخدام إشارة الجمع (+) أو الطرح (-) فقطء ولا يجوز أن يكون هناك أي عملية 
حسابية تتعلق بالضرب أو القسمة للمتغيرات. 


log Y > 10‏ 4202-2 غير مقبول لوجود الأسس واللوغاريتم 


غير مقبول لضرب المتغيرات ببعضها 








-Y‏ الاستمرارية (Continuity)‏ تعني هذه الفرضية أن قيم المتغيرات تأخذ قير مستمرة 
بعت Ses LoT,‏ أن تاغل کی کی نييكع أن تكرن Sta Y , 0 Ad dad‏ 

£ - التأكد (Certainty)‏ وتعني هذه الفرضية أن قيم معاملات المتغيرات في دالة الهدف. 
وكذلك في القيود» بالإضافة إلى الموارد المتاحة هي 3 مؤكدةٌ وليست A‏ 

-o‏ اختيارات 3344 (Finite Choices)‏ في البرنامج الخطي نفترض [glo‏ أن لدى متخذ 
القرار خيارات محددة (خبائية) منها أن قيم المتغيرات لها حدود قصوى ودنيا. 


١ ١ الخطية‎ is | 


عناصر de SI‏ الخطية: تتكون مسائل de I‏ الخطية من هدف نرغب فى تحقيقه وقيود AE‏ 
حجر عثرة أمام تحقيق هذا ال هدف ]2010 [Taylor III,‏ وهذه العناصر هى : 


١‏ - هدف pes (Goal)‏ عنه في البرمجة الخطية بدالة الهدف «(Objective Function)‏ وهو 
تعبير رياضى عن الهدف المطلوب تحقيقه. وتأخذ دالة الهدف دائ أحد الشكلين التاليين: 

.Maximization دالة المدف أو تكبيرها‎ NM Y 

.Minimization تخفيض دالة الهدف أو تصغيرها‎ -Y 

و هنا لا بد من معرفة الهمدف بشكل واضح ودقيق أثناء دراسة المشكلة» ومن ثم التعبير عن 
هذا الهدف بشكل رياضي. 


(Constraints) » 43-Y‏ وهي الشروط والعوائق التي تحد أو تمنع من تحقيق الهدف» ومثاها 
ساعات العمل أو المواد الخام المتاحة في اليوم. ويمكن التعبير عن هذه القيود رياضياً بشكل 
مثر اححات دات انهاه A Sl‏ أو أصغر er?‏ أو معاد لاات. 


© -قيل عدم السلبية :Non-negativity Constraint‏ تفترض äs J|‏ الخطة أن شيم المتغيرات 
أحياناً لا تأخذ Cs‏ سالبة» فلا يمكن مثلاً إنتاج عدد سالب من الثلاجات» ولذلك نعبر عن 
المتغيرات رياضياً بالشكل التالي: 0 < Y‏ ,0 < ×. وهذا العنصر لازم لحل مسائل ie JE‏ الخطية على 
الرغم من أننا قد نواجه في بعض الأحيان متغيرات لا تلتزم بهذا الشرط (SD‏ سنرى لاحقا)ء التي 
يجب معالحتها لتحويلها إلى متغيرات غير سالبة لنتمكن من حل مسائل البرمجة الخطية. 


uas‏ أنك تشارك في سباق الجري في بطولة العالم لمسافة ١6٠١‏ متر في ماليزيا في شهر ينايرء 
ol,‏ هدقك هو تحقيق إحدى اليدالبات الثلاث che VI‏ خاصة المدالية الذهبية؛ فإنه لتحقيق هذا 


م 
الرياح» والأمطارء وارتفاع درجة الرطوبة. هنا أنت أمام هدف تريد تحقيقه» ولكن هناك عوائق 
(قيود) أمام هذا الهدف. 





١ ١ الخطية‎ is | 


عناصر de SI‏ الخطية: تتكون مسائل de I‏ الخطية من هدف نرغب فى تحقيقه وقيود AE‏ 
حجر عثرة أمام تحقيق هذا ال هدف ]2010 [Taylor III,‏ وهذه العناصر هى : 


١‏ - هدف pes (Goal)‏ عنه في البرمجة الخطية بدالة الهدف «(Objective Function)‏ وهو 
تعبير رياضى عن الهدف المطلوب تحقيقه. وتأخذ دالة الهدف دائ أحد الشكلين التاليين: 

.Maximization دالة المدف أو تكبيرها‎ NM Y 

.Minimization تخفيض دالة الهدف أو تصغيرها‎ -Y 

و هنا لا بد من معرفة الهمدف بشكل واضح ودقيق أثناء دراسة المشكلة» ومن ثم التعبير عن 
هذا الهدف بشكل رياضي. 


(Constraints) » 43-Y‏ وهي الشروط والعوائق التي تحد أو تمنع من تحقيق الهدف» ومثاها 
ساعات العمل أو المواد الخام المتاحة في اليوم. ويمكن التعبير عن هذه القيود رياضياً بشكل 
مثر اححات دات انهاه A Sl‏ أو أصغر er?‏ أو معاد لاات. 


© -قيل عدم السلبية :Non-negativity Constraint‏ تفترض äs J|‏ الخطة أن شيم المتغيرات 
أحياناً لا تأخذ Cs‏ سالبة» فلا يمكن مثلاً إنتاج عدد سالب من الثلاجات» ولذلك نعبر عن 
المتغيرات رياضياً بالشكل التالي: 0 < Y‏ ,0 < ×. وهذا العنصر لازم لحل مسائل ie JE‏ الخطية على 
الرغم من أننا قد نواجه في بعض الأحيان متغيرات لا تلتزم بهذا الشرط (SD‏ سنرى لاحقا)ء التي 
يجب معالحتها لتحويلها إلى متغيرات غير سالبة لنتمكن من حل مسائل البرمجة الخطية. 


uas‏ أنك تشارك في سباق الجري في بطولة العالم لمسافة ١6٠١‏ متر في ماليزيا في شهر ينايرء 
ol,‏ هدقك هو تحقيق إحدى اليدالبات الثلاث che VI‏ خاصة المدالية الذهبية؛ فإنه لتحقيق هذا 


م 
الرياح» والأمطارء وارتفاع درجة الرطوبة. هنا أنت أمام هدف تريد تحقيقه» ولكن هناك عوائق 
(قيود) أمام هذا الهدف. 





Y‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


الشكل الافتراضى الرياضى لمسائل de JI‏ الخطية في حالة التكبير هى ]2004 [Winston,‏ : 


n 


Maxz- 2. CX; 


j=l 
Subject To 


n 


=] 
i ZU forj1,2,...n 


وذلك لأنه في حالة التكبير نرغب في تكبير العائد 2 من المنتج × في ظل أن القيود تأخذ 
اتجاهاً أصغر من» U‏ يعنى أن الكمية aij‏ اللازمة لإنتاج المنتح ز× تأخذ كمياتها من oy sll‏ المحدود bi‏ 


الشكل الافتراضى الرياضى لمسائل ae SI‏ الخطية في حالة التصغير هى: 


n 


Min w = x Cx 

Subject To 7 
2, ux 2b; مر‎ 1 - L2, ...., 
j=l 


x0 forj-212,...n 
من المنتج × في ظل أن القيود‎ ej وذلك لأنه في حالة التصغير نرغب في تصغير التكاليف‎ 
من إيفائها عند إنتاج‎ LY bi مما يعني أن هناك حدأ أدنى من الالتزامات‎ us تأخذ اتجاهاً أكبر‎ 
Xj el 
لكن في الواقع العملي فإن مسائل البرمجة الخطية تأخذ خليطاً من القيود ذات الاتجاه أكبر‎ 
من» وأصغر من» وحتى المعادلات في كلتا الحالتين (التكبيرء والتصغير).‎ 


و لحل مسائل البرمجة الخطية لابد من عمل التالي ]2001 :[Moore et al,‏ 

LaS بدقة ووضوح وتمديدة‎ Goal تعريف الهدف‎ e 

ss وإمكانية حساءها‎ JLI في‎ Decision Variables ;| Jl تعريف متغبرات‎ ٠ 

e‏ التحديد P"‏ لجميع jl ol!‏ 5 المحددة Limited Resources‏ واللازمة لتحقيق الهدف في 
المسألة مثل المواد الخام وساعات العمل المتاحة. 


a الخطية‎ ae Ji 


o‏ التحديد الكمى (es‏ التعلييات المقيدة (Restrictive Guidelines‏ والمستخدمة لتحقيق 
الهدف في المسألة مثل المقادير اللازمة لعمل الخبز. 
e‏ التأكد أن (c^‏ العلاقات في القيود ودالة الهحدف هى علاقات خطية „Linear‏ 


أمثلة على صياغة مسائل à JI‏ الخطية: 

Ls ١( مثال عام‎ 

تقوم شركة الوسطى الصناعية بتوريد ثلاثة أنواع من المواد الخام المختلفة .(A,B,C)‏ فإذا 
علمت أن الشركة مطالبة بتوريد على الأقل VY‏ وحدة من النوع الأول» و١٠‏ وحدات من النوع 
الثاني» ET‏ وحدة من النوع الثالث إلى عملاثهاء وإذا علمت LA,‏ أن هله المواد el‏ ا 
قبل شركة الوسطى على شكل صناديق» وكل صندوق يحتوي على كميات مختلفة من المواد الخام. 
يبين الجدول التالي عدد الوحدات من كل نوع في كل صندوق» وتكلفة الصندوق الواحد JU JU‏ 
لكل نوع» والمطلوب كتابة الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برنامج خطى لتخفيض تكلفة 
"pU‏ 








الحل: هدفنا في هذه المسألة هو تخفيض (Min)‏ تكلفة شراء الصناديق» وهي التكلفة التي 

تكلفة الشراء = (عدد الصناديق البيضاء × تكلفة الصندوق الأبيض) + (عدد الصناديق 
النوقاء x‏ اة السكنوق آلا زرف + Golrell ote)‏ اطي ASS x ol‏ المكدوق GAM‏ 

وحيث إن تكلفة كل صندوق معلومة. وأن المجهول فقط في هذه المسالة هو عدد الصناديق 
ob‏ متغيرات القرار «(Decision Variables)‏ هي ste‏ الصناديق من كل نوع. 

sue :X;‏ الصناديق البيضاء المطلوب شراؤها. 

×: عدد الصناديق الزرقاء المطلوب شر اؤها. 

ane 2X;‏ الستاديق ol atl‏ الطلوس راوها 


١‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها ي الإدارة 


و عليه فإن دالة الهمدف ستكتب رياضياً كالتالي: 
Min w = 1200X, + 1900X, + 1500X;‏ 

و القيد (الشرط) الأول هذه المسألة بخص تأمين عدد VY‏ وحدة على الأقل UD‏ يعنى توريد 
١‏ وحدة أو أكثر) من المادة الخام A‏ لتوريدها إلى العميل» والتي يمكن التعبير عنها كالتالي: 

[(عدد وحدات المادة الخام GA‏ الصندوق الأبيض one x‏ الصناديق البيضاء) + (عدد 
وحدات المادة الخام GA‏ الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام 
GA‏ الصندوق x AVI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكبر من» أو تساوي عدد الوحدات من المادة الخام 
A‏ المطلوية. ظ 

و يمكن التعبير رياضياً عن هذا القيد كالتالي: 

E EE AAE. 

و بالمثل يمكن التعامل مع القيود الخاصة بالمادة الخام B‏ والمادة الخام © كما يلي: 

[(عدد وحدات المادة الخام B‏ في الصندوق الأبيض x‏ عدد الصناديق البيضاء) + (عدد وحدات 
soll‏ الخام 8 في الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام B‏ في الصندوق 
x e MI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكبر من أو تساوي عدد الوحدات من المادة الخام B‏ المطلوبة. 

1 

[(عدد وحدات المادة الخام © في الصندوق الأبيض x‏ عدد الصناديق البيضاء) + ade)‏ وحدات 

المادة الخام © في الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام © في الصندوق 


x AI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكير من أو se TX‏ الو حدات من soll!‏ الخام C‏ المطلوية. 
A] +X + 5X2 14‏ 


Ll,‏ يبقى UJ‏ قيد وحيد وهو قيد عدم السلبية (حيث إن عدد الصناديق المطلوب شراؤها 
من كل لون لا يمكن أن يكون سالباًء فإما أن يتم الشراء وتكون الكمية موجبةء وإما لا يتم الشراء 
وتكون الكمية صفراً) ويظهر بالشكل التالي: 


Xj, X5», X420 


الصيغة الرياضية للمسألة ستظهر على شكل برنامج خطي كا يلى: 
Min w = 1200X; + 1900X; + 1500X,‏ 
subject To‏ 
A] T 3X4 + A3 > |?‏ 
AX, + 2X5 + X32 10‏ 
Xi +A + 5X; 2 14‏ 
Xp X5, X420‏ 


١‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها ي الإدارة 


و عليه فإن دالة الهمدف ستكتب رياضياً كالتالي: 
Min w = 1200X, + 1900X, + 1500X;‏ 

و القيد (الشرط) الأول هذه المسألة بخص تأمين عدد VY‏ وحدة على الأقل UD‏ يعنى توريد 
١‏ وحدة أو أكثر) من المادة الخام A‏ لتوريدها إلى العميل» والتي يمكن التعبير عنها كالتالي: 

[(عدد وحدات المادة الخام GA‏ الصندوق الأبيض one x‏ الصناديق البيضاء) + (عدد 
وحدات المادة الخام GA‏ الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام 
GA‏ الصندوق x AVI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكبر من» أو تساوي عدد الوحدات من المادة الخام 
A‏ المطلوية. ظ 

و يمكن التعبير رياضياً عن هذا القيد كالتالي: 

E EE AAE. 

و بالمثل يمكن التعامل مع القيود الخاصة بالمادة الخام B‏ والمادة الخام © كما يلي: 

[(عدد وحدات المادة الخام B‏ في الصندوق الأبيض x‏ عدد الصناديق البيضاء) + (عدد وحدات 
soll‏ الخام 8 في الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام B‏ في الصندوق 
x e MI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكبر من أو تساوي عدد الوحدات من المادة الخام B‏ المطلوبة. 

1 

[(عدد وحدات المادة الخام © في الصندوق الأبيض x‏ عدد الصناديق البيضاء) + ade)‏ وحدات 

المادة الخام © في الصندوق الأزرق x‏ عدد الصناديق الزرقاء) + (عدد وحدات المادة الخام © في الصندوق 


x AI‏ عدد الصناديق الحمراء)] أكير من أو se TX‏ الو حدات من soll!‏ الخام C‏ المطلوية. 
A] +X + 5X2 14‏ 


Ll,‏ يبقى UJ‏ قيد وحيد وهو قيد عدم السلبية (حيث إن عدد الصناديق المطلوب شراؤها 
من كل لون لا يمكن أن يكون سالباًء فإما أن يتم الشراء وتكون الكمية موجبةء وإما لا يتم الشراء 
وتكون الكمية صفراً) ويظهر بالشكل التالي: 


Xj, X5», X420 


الصيغة الرياضية للمسألة ستظهر على شكل برنامج خطي كا يلى: 
Min w = 1200X; + 1900X; + 1500X,‏ 
subject To‏ 
A] T 3X4 + A3 > |?‏ 
AX, + 2X5 + X32 10‏ 
Xi +A + 5X; 2 14‏ 
Xp X5, X420‏ 


lo الخطية‎ de JI 


يلاحظ Ul‏ كتبنا عبارة Subject To‏ والتي تعني بشرط أن أو مقيدٌ ob‏ وذلك بعد دالة الهدف 
UY‏ عل Cad OF‏ مقيد بالقيوة» Saa p‏ اختضارها S.T. 5 gà JU‏ 

کا يلاحظ أن جميع العلاقات خطية سواءً في دالة الهدف أو في القيود» وأن جنيع معاملات 
المتغيرات في دالة الهدف. أو في القيودء وكذلك قيمة الجانب الأيمن في القيود الذي يمثل الكميات 
المطلوب توريدها هي 25 معلومة بشكل cassa‏ وأن a‏ المتغيرات يمكن أن Seb‏ أي قيمة كسرية: 
أو غير كسرية إلا القيم السالبةء وهذه كلها من فرضيات البرمجة الخطية. 


GA CL, Y) Jis 
ريال في شراء أسهم لثلاث شركات (الزراعية:‎ ٠١ , ٠٠٠ ttt محمد لديه رغبة في استثار‎ 
والصناعية» والفندقية)» وفي شراء عقارات على شكل بيوت صغيرة متماثلة لتأجيرهاء وفي شراء‎ 
دكاكين صغيرة متماثلة لتأجيرها. يبين الجدول التالي تكاليف الشراء بالريال والعائد السنوي المتوقع.‎ 
والحد الأقصى للاستثمار. فإذا علمت أن عدد الدكاكين الصغيرة المشتراة يجب ألا يقل عن ضعف‎ 
سهم في الشركة‎ 7٠١.٠٠٠ ملزمٌ بشراء ما لا يقل عن‎ lass عدد البيوت الصغيرة المشتراة وأن‎ 
لتكبير‎ LP سهم في الشركة الفندقية. اكتب الصيغة الرياضية المناسبة على شكل‎ ٠١ , ٠٠٠و الزراعية‎ 

العائد السنوي المتوقع. 





























البيت الصغير 400,000 








الحل: CS‏ فعلنا coa‏ نبدأ بتتحديد Gib!‏ المطلوب تحقيقه» وهو في هذه المسألة تكبير (Max)‏ 
العائد السنوي المتوقع من الاستثار في هذه الفرص الاستثارية» وحيث إن العائد السنوي ماهو إلا 


11 المدخل à SI)‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


مجموع العوائد التي يمكن حسابها بالشكل التالي: 

مجموع العائد السنوي المتوقع = (عدد الأسهم الزراعية المشتراة “ا عائدها السنوي 
المتوقع) + (عدد الأسهم الصناعية المشتراة x‏ عائدها السنوي المتوقع) + (عدد الأسهم الفندقية 
المشتراة x‏ عائدها السنوي المتوقع) + (عدد البيوت الصغيرة المشتراة × عائدها السنوي المتوقع) 
+ (عدد الدكاكين المشتراة x‏ عائدها السنوي المتوقع). 

وحيث إن المجهول هنا هو ade‏ الأسهم من كل نوع. وعدد البيوت» وعدد RSIS I‏ 
وحيث إن مجموع العائد السنوي يعتمد على LIAS‏ هذه القيم المجهولة. فإن متغيرات القرار هي: 

x,‏ عدد أسهم الشركة الزراعية المطلوب شراؤها. 

2X2‏ عدد أسهم الشركة الصناعية المطلوب شراؤها. 

2X;‏ عدد أسهم الشركة الفندقية المطلوب شراؤها. 

:X,‏ عدد البيوت الصغيرة المطلوب شراؤها. 

:X;‏ عدد الدكاكين الصغيرة المطلوب شراؤها. 

لكن لا بد من إيجاد العائد السنوي المتوقع للشركات الثلاث (الزراعية » والصناعية. 
والفندقية) حيث إن ما لدينا هنا هو نسبة العائد السنوى. 

العائد السنوي المتوقع = نسبة العائد × تكلفة السهم. 

إذاء العائد السنوي المتوقع لسهم الشركة الزراعية = 5/ Y, Voc Yox‏ ريالا. 

العائد السنوي المتوقع لسهم الشركة الصناعية = 14 × ١,۳١ = ۷١‏ ريالاء 

العائد السنوي المتوقع لسهم الشركة الفندقية = ٠, 5١٠ = 5٠ × LV‏ ريالا. 

ودالة المدف يمكن التعبير عنها UJ‏ 

Max z= 1.75 X, + 63X; + 2.4X4  35000X, + 11000X; 

Ul‏ القيد الأول فيمكن تخصيصه للمبلغ المعد للاستثمار وهو ٠١,٠٠١,٠٠٠‏ ريال وسيتم 
صرفه على الفرص الاستثئارية الخمسء أو بعبارة أخرى cU de ual gu ob‏ تحت Yl‏ 
تتجاوز ٠١,٠٠١ , ٠٠١‏ ريال» ويمكن التعبير عن هذا المبلغ المخصص للاستثار BIS‏ 

[(عدد الأسهم الزراعية المشتراة x‏ قيمة السهم) + (عدد الأسهم الصناعية المشتراة x‏ قيمة 
السهم) + ote)‏ الأسهم الفندقية المشتراة x‏ قيمة السهم) + ode)‏ البيوت الصغيرة المشتراة × قيمة 
Cull‏ الواحد) + (عدد الدكاكين المشتراة x‏ قيمة الدكان الواحد)] أصغر من أو تساوي 
١٠,٠٠٠, ۰‏ ريال. 


35X1 + 70X + 40X; + 400000X, + 850000X = 10000000 


الغا ۱۷ 


الحدود القصوى للاستشار يمكن أن توضع في قيود على أساس أن عدد الأسهم الزراعية 
جب Yl‏ يتجاوز Yers‏ سهم وأن de‏ البوت الضغيرة ls T VO 55b Yl OS‏ عدد 
الدكاكين يجي ألا يتجاوز * Y‏ دكاناً. ويمكن التعبير عن ذلك كله بالقيود التالية: 
X, < 100000‏ 
Ag=I5‏ 
X; < 20‏ 


VI‏ يقل عن ٠٠٠٠١‏ سهم Oly‏ عدد الأسهم الفندقية يجب V‏ يقل عن ١6٠٠١‏ سهم بالقيود التالية: 
X, > 20000‏ 
X; 215000‏ 


ol Ls‏ هناك قدا اشر بخص الاشتراط sae Ob‏ الدكاكين الصغيرة المشتراة يجب ألا يقل عن 
ضعف عدد البيوت الصغيرة المشتراة» أو بعبارة أخرى» إن عدد الدكاكين الصغيرة المشتراة يجب أن 
يزيد أو يساوي ضعف عدد البيوت الصغيرة المشتراة» التي يمكن التعبير عنها رياضياً SL‏ 
X; > 2X,‏ 
وحيث إن الحانب الأيمن يكون بدون متغيرات «(bts ct)‏ فيمكن OLS sole]‏ هذا القيد 


: JJI بالشكل‎ 


As — 2X4 2 0 


أخيراً نحتاج إلى HLS‏ قيد عدم السلبية» وتكون الصيغة النهائية للمسألة de e$‏ 


Max z = 1.75X, + 6.3X + 2.4X, + 35000X , + 1 10002 
Subject To 
35X | + 70X + 40X; + 400000X, + 80000X5 > 10000000 
X; € 100000 
X, = 20000 
X3 215000 
X4 $15 
Xs = 20 
X5—2X,20 
Xj, X5, X3, X4, X520 


CY, Y) JU‏ (تسويق): 
ترغب إحدى المنشآت الصناعية بعمل dle‏ إعلانية لمنتجاتها الصناعية» وذلك خلال شهر 
مايو. وقد خصصت المنشأة مبلغ ٠٠٠٠٠١‏ ريال لهذه الحملة على أن تتم تلفزيونياً أثناء نقل مباريات 


lA‏ المدخل ie JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


كرة القدم يومي الخميس deadly‏ وإذاعياً في الفترة الصباحية يومياً من السبت إلى الأربعاء (خمسة 
أيام)» وفي الصحيفة المحلية في عدد يوم الجمعة. فإذا علمت أن: 
a‏ الراحدة JL Yo* ** CASS Lg al‏ والدققة الو Gels] iul‏ كلت eee‏ 
ريال والمفضة الكاملة ى ا خريدة يوم الجمعة CASS‏ ++ ريال: 
o‏ عدد المشاهدين المتوقع أثناء نقل المباريات تلفزيونياً يساوي dale ٠٠٠٠١‏ وعدد 
المستمعين المتوقع للإذاعة في الفترة الصباحية يساوي ٠٠١‏ مستمع» وعدد AB‏ 
الصحيفة المحلية يوم الجمعة المتوقع يساوي ٠٠٠٠١٠١‏ قارئ. 
o‏ عدد الأشخاص الْمعرّضين للإعلان في الصحيفة أو الإذاعة أو التلفزيون يتناسب مع 
حجم الإعلان. (نصف دقيقة تلفزيونية تعني ۲٥٠٠٠١‏ شخص ونصف دقيقة إذاعية تعني 
٠١‏ شخص ونصف صفحة في الصحيفة تعنى ٠٠٠٠٠‏ قارئ) 
o‏ يجب أن يتم الإعلان في الجريدة با مجموعه صفحتين على الأقل خلال الشهر. 
o‏ عدد أيام الجمعة في شهر مايو cello‏ وعدد أيام الخميس o‏ أيام» وباقى الأيام Y V‏ يوماً. 
ه الحدود القصوى: دقيقة واحدة في اليوم الواحد للإعلان في الإذاعة» ودقيقة واحدة في 
اليوم الواحد للإعلان في التلفزيون» وصفحة واحدة فقط في اليوم الواحد للإعلان في 
الصحيفة» كا يمكن أن يكون الإعلان جزءًا من الدقيقة أو الصفحة. 
٠‏ المنشأة ترغب في تضخيم عدد الأشخاص Cus all‏ للإعلان.(للتبسيط يمكن أن يتعرض 
الشخص للإعلان أكثر من مرة» ويحسب في كل مرة كشخص جديد) 


المطلوب كتابة الصيغة الرياضية هذه DLL‏ على شكل برنامج خطي 

الحل: Gus)‏ المطلوب تحقيقه في هذه المسألة هو تضخيم أو تكبير (Max)‏ عدد الأشخاص 
Ons Al‏ للإعلان: وحيث إن عدد الأشخاص ns jall‏ للإعلان مرتبط بعدد الدقائق الإعلانية ف 
التلفزيون» Gy‏ الإذاعة» وعدد الصفحات الإعلانية فى الجريدة فيمكن التعبير عن دالة المدف هذه 
بالشكل التالى : 

عدد الأشخاص الْعرّضين للاعلان = (عدد الدقائق الإعلانية فى التلفزيون x‏ عدد المشاهدين 
للمباريات تلفزيونياً) + (عدد الدقائق الإعلانية فى الإذاعة x‏ عدد المستمعين للإذاعة) + (عدد 
الصفحات الإعلانية يوم الجمعة X‏ عدد قَرّاء الصحيفة يوم الجمعة). وحيث إن المجهول هنا هو عدد 
الدقائق LEY‏ في التلفزيون والإذاعة» وعدد الصفحات الإعلانية في الصحيفة» وحيث إن عدد 
الأشخاص ons all‏ للإعلان يعتمد على تحديد هذه القيم المجهولة» فإن متغيرات القرار هي: 


14 ali J 


2X,‏ عدد الدقائق الإعلانية في التلفزيون. 
ote X‏ الدقائق الإعلانية فى الإذاعة. 
:X;‏ عدد الصفحات الإعلانية في الجريدة. 
و عليه فيمكن التعبير عن دالة المدف رياضياً des‏ 
Max z = 50000X, + 7000X, + 100000X,‏ 
AL Ul‏ للقيو د فإن Sol‏ القيود هذه المسألة بخص توزيع المبلغ المعد للحملة الإعلانية على 
ol pare‏ القران عل اساين آن: 
[(تكلفة الدقيقة الواحدة للإعلان التلفزيوني x‏ عدد الدقائق الإعلانية في التلفزيون) + 
(تكلفة الدقيقة الواحدة للإعلان الإذاعي ote x‏ الدقائق الإعلانية في الإذاعة) + (تكلفة الصفحة 
الواحدة للإعلان في الصحيفة “ا عدد الصفحات الإعلانية في الصحيفة)] أقل أو تساوي المبلغ المعد 
للحملة الإعلانية. و يمكن تمثيلها رياضياً كالتالي: 
15000X, + 4000X; + 30000X; < 200000‏ 
و بقية القيود Ob exe‏ لا يتجاوز عدد الإعلانات التلفزيونية ٠١‏ إعلانات؛ OY‏ عدد أيام 
الخميس والجمعة لهذا الشهر هو ٠١‏ أيام» وعدد الإعلانات الإذاعية Y Y‏ إعلاناء OY‏ عدد أيام الشهر 
عدا الخميس والجمعة هو legs Y Y‏ وعدد الإعلانات في الصحيفة لا يزيد عن © إعلانات؛ OY‏ عدد 
aLi‏ الجمعة لهذا الشهر هو cell o‏ ولا يقل عن إعلانين؛ OY‏ هذا أحد شروط الحملة الإعلانية. 
يمكن التعبير هذه القيود بالشكل التالي: 
A, > 10‏ 
X. < 21‏ 


3 5 
x 23 


أخيراً قيد عدم السلبية لعدم إمكانية أن يكون أحد المتغيرات We‏ الصيغة النهائية oib‏ 
المسآلة ستكون عل الشكل التالى: 

Max z = 50000X, + 7000X, + 100000X; 
Subject To 

15000X, + 4000X, + 30000X; > 0 

X sU 

X55] 

X.85 

X59 

LOB. OM OS 


Y‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


مثال )£ CV,‏ (مزيج الإنتاج): 

تقوم شركة الرياض الغذائية بإنتاج وجبات غذائية من عدة مكونات. من هذه المكونات E‏ 
و۴ اللذان يحتويان على فيتامين A‏ وفيتامين 8. وترغب الشركة في معرفة عدد الأونصات من 8 و۴ 
اللازمة في كل وجبة على أساس المحافظة على الحدود الدنيا من الفيتامينات» التي تساوي EA‏ ملجم 
من الفيتامين A‏ و7١‏ ملجم من الفيتامين 8 في ظل تخفيض تكلفة الإنتاج. فإذا علمنا أن الأونصة 
الواحدة من E‏ تعطي A‏ ملجم من الفيتامين A‏ و١‏ ملجم من الفيتامين 8 وتكلف © قروش» وأن 
الأونصة الواحدة من F‏ تعطي ” ملجم من الفيتامين A‏ و۲ ملجم من الفيتامين B‏ وتكلف 4 قروش. 
فا هي الصيغة الرياضية المناسبة لتخفيض تكاليف الإنتاج؟. 


الحل: مرة أخرى» la‏ بالبحث عن هدف هذه المسألة» وهو تخفيض (Min)‏ تكاليف 
الونتاج والمتعلقة EOL SUL‏ و۴» وحيث إن: 

تكلفة الإنتاح = (تكلفة الأونصة الواحدة من E‏ × عدد الأونصات من E‏ اللازمة للوجبة 
الواحدة) + (تكلفة الأونصة الواحدة من ۴ × عدد الأونصات من ۴ اللازمة للوجبة الواحدة). 

نلاحظ أن المجهول هنا هو عدد الأونصات من E‏ و۴ اللازمة للعملية الإنتاجية» ولذلك 
Sl pare ob‏ القرار هي: 

E ys عدد اللأونصات‎ : X, 

Ea colas VI ade :X; 

و دالة المدف يمكن التعبير عنها بالتالى: 

Min w = 5X, + 4X; 


A القيود فلدينا قيدان أساسيان» الأول مختص بالالتزام بالحد الأدنى من فيتامين‎ Ul 
والآخر بالحد الأدنى من فيتامين 8. فالقيد الأول هو:‎ 

[(عدد المليجرامات من فيتامين 4 في الأونصة الواحدة من x E‏ عدد الأونصات من E‏ 
في الوجبة الواحدة) + (عدد المليجرامات من فيتامين A‏ في الأونصة الواحدة من x F‏ عدد 
الأونصات من ۴ في الوجبة الواحدة)] يجب ألا تقل (و تعنى أكبر من أو تساوي) عن £A‏ 
ملجم من الفيتامين A‏ 


Y الخطية‎ ae JI 


و القيد الثاني : 

[(عدد المليجرامات من فيتامين T B‏ الأونصة الواحدة من x E‏ عدد الأونصات من t E‏ 
الوجبة الواحدة) + (عدد المليجرامات من فيتامين 8 في الأونصة الواحدة من ۴ x‏ عدد الأونصات 
من F‏ في الوجبة الواحدة)] يجب ألا تقل عن ۱۲ ملجم من الفيتامين B‏ 

ويمكن التعبير eee‏ بالشكل AUI‏ 


8X, + 6X; < 8 
i 2x 15 


أخيرا فإن الصيغة الرياضية oid‏ المسالة بعد إضافة قيد عدم السلبية سيكون كالتال: 
Min w = 5X, + 4X;‏ 
subject To‏ 
SX, 6X, 2 48‏ 
VD‏ 
e EN‏ 


مثال )0 , )١‏ (مزيج الإنتاج): 

شركة كيميائية تقوم بتصنيع Y‏ منتجات مصنوعة من مادتين كيميائيتين A‏ و8. فإذا علمنا 
أن المتاح حالياً YA‏ جالوناً من المادة Yo A‏ جالوناً من المادة B‏ وأن الحد الأدنى لطلبات الزبائن من 
المتتجات الثلاثة على التوالي ١5 CY ٠٠١‏ جالونا. وإذا كان الجالون من المادة A‏ يحتوي على ٠ , ١‏ 
من المادة 5 وه ٠ , ٠‏ من المادة '1' والحالون من المادة B‏ محتوي على ۲ , * من المادة S‏ و؛ ٠‏ , * من المادة 
.T‏ وكان من اللازم أن يحتوي الجالون الواحد من المنتج الأول على ٠ , ١5‏ على الأقل من المادة S‏ 
والجالون الواحد من المنتج الثاني على ٠,٠٤٠٥‏ على الأكثر من المادة oT‏ وكذلك oj‏ الكمية 
المستخدمة من المادة LY A‏ أن تكون على الأقل ثلاثة أمثال الكمية المستخدمة من المادة TEY B‏ 
celi‏ الثالث. المطلوب كتابة الصيغة الرياضية على شكل برنامح خطي لتخفيض تكلفة إنتاج 
المنتجات الثلاثة بمعرفة أن تكلفة الجالون من المادة A‏ تساوي ٠٠١‏ ريال وتكلفة الجالون من المادة B‏ 
ټتساوي 5٠١‏ ريال. 

الحل: الهدف في هذه المسألة هو تخفيض (Min)‏ تكاليف إنتاج المنتجات الثلاثة والناتجة من 
Jal‏ المادتين الكيميائيتين A‏ و8 وحيث إن: 

تكلفة الإنتاح = مجموع (تكلفة الجالون الواحد من المادة الكيميائية x A‏ عدد Ob SEI‏ 
اللازمة من المادة A‏ لإنتاج المنتج [) + مجموع (تكلفة الجالون الواحد من المادة الكيميائية x B‏ عدد 
ا لجالونات اللازمة من المادة B‏ لإنتاج المنتج Cj‏ 


YY‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


CiXij (=A,B 9 j2 1,2,3 2. >) 
-> 3 


نلاحظ أن المجهول هنا هو عدد الجالونات اللازمة من المادة A‏ والمادة j gall zy B‏ 
ولذلك فإن متغيرات القرار هى: 
Xa‏ عدد Ob SLE]‏ اللازمة من المادة A‏ لإنتاج المنتح 1. 
‘Xa‏ عدد الجالونات اللازمة من المادة A‏ لإنتاج المنتح 2. 
ote Xas‏ الجالونات اللازمة من المادة A‏ لإنتاج المنتح 3. 
روكا: عدد الجالونات اللازمة من المادة 8 لإنتاج المنتح 1 . 
ste Xp‏ الحالونات اللازمة من المادة A m co B‏ 
‘Xps‏ عدد Ob JU-I‏ اللازمة من المادة B‏ لإنتاج المنتح 3 . 


ودالة الهدف يمكن التعبير عنها بالتالي: 
ج6007 + Min w = 500X41 + 500X45 + 500Xq3 + 600Xg, + 600X p;‏ 
أما القيود فلدينا قيدان يخصان الكميات القصوى والتاحة حالياً من المادتين الكيميائيتين: 
وهي YA‏ جالوناً من Yos A‏ جالوناً من KB‏ وهذا يعني أن المنتجات الثلاثة لا يمكن أن تستهلك 
أكثر من YA‏ جالوناً من ۸ و٥۲‏ جالوناً من -B‏ ويمكن التعبير عنهما رياضياً بالتالي: 
t+ tet xdi‏ 
Xp, + Xp? + Xp; € 25‏ 
كذلك لدينا قيود تخص الالتزام بطلبات الزبائن» وهي أن الكمية المنتجة من المنتج الأول 
يجب ألا تقل عن ٠١‏ جالوناً ومن المنتج الثاني عن ٠١‏ جالونات» ومن المنتج الثالث عن VE‏ جالوناء 
ويمكن التعبير عنها رياضياً بالتالي: 
Xaj + Xp, = 20‏ 
EEN‏ كي X‏ 
qn, oma UP‏ 
أيضاً هناك قيد يخص الالتزام بالنسبة الدنيا من المادة S‏ في الجالون الواحد من المنتج الأول 
التي يمكن محديدها كالتالي: 


Û. IX 44 T 0.2Xgi = 0.15( AAT T AR) ======» = O.05X 4, + 0.05 Xp > () 


YY الخطية‎ e Ji 


كذلك يوجد لدينا قيد يخص الالتزام بالنسبة العليا من 831 T‏ في الجالون الواحد من المنتج 
الثاني التى يمكن تحديدها كالتالي: 


أما القيد الأخير في هذه المسألة فيخص الخليط اللازم من المادتين B A‏ لإنتاج المنتح الثالث 
والذي يشترط أن تكون نسبة المادة A‏ إلى المادة B‏ ۳ إلى ١‏ على الأقل» ويمكن إيجادها WIE‏ : 
AA3 2 3Xp: ===» AA3 = 3Xp3 2 ()‏ 


اخيرا فإن الصيغة الرياضية هذه المسالة بعد إضافة قيد عدم السلبية سيكون كالتالي: 
600X p: + 600X p3‏ + رو 6002 + 45 Min w = 500X 4, + 500X 45 + 500X‏ 
Subject To:‏ 

A AT T A A2 + AAI <28 

ABI + Apo + ARB} <25 

XA] + ABI > 20 

AD + Apo > 10 

AA? T ARB? > 14 

0.05X 41 — 0.05Xg, > Û 

0.005X 45 — 0.005 X5, € Û 

AA3— دوک3‎ 2 O 

Xai A2 A A3 Api Ap? ABs 2 0 


مثال (5 , )١‏ (نحاسية): 

مؤسسة احمد الصناعية تقوم بتصنيع ثلاثة أنواع من الأجهزة الإلكترونية. في بداية شهر 
١ه‏ كان لدى المصنع ما يكفي من خزون المواد الخام لصناعة ٠٠١‏ وحدة كحد أقصى من 
كل نوع . يو صح الحدول التالي سعر البيع» وتكلفة الإنتاج لكل وحدة. 


e 


Aa Ss‏ المواد الخام 





Y f‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ا اة العمواعسة ق بدانة شى A YE T‏ نظن الك ااا 
یزان به في بداية شهر : : 





النقدية (erres‏ 
Tan o 3 gull‏ 
خزون المواد الخام iil‏ 
الدائنون Ae eee‏ 
فإذا علمنا أن: 
٠‏ جميع المبيعات في شهر Y‏ ستكون بالأجل ولن تسدد إلا في شهر 5757/5 اه وجميع ما 
ينج سيتم ببعه. 


o‏ مستحقات GI‏ تسدد نقداً فى نباية الشهر. 

© سيتمكن gall‏ من استرداد مبلغ ٠٠٠١١‏ ريال نقداً من المدينين خلال شهر 
NEYT 1١‏ 

: سيتم سداد مبلغ ٥۰۰۰‏ ريال نقد للدائنین خلال شهر NENT‏ 

٠‏ سيتم شراء مواد خام بالأجل ستصل في نهاية شهر ١‏ بقيمة hy ٠٠٠٠١‏ وسيتم 
سدادها في شهر ality [Y‏ 

ترغب المؤسسة في التالي: 

e‏ أن تكون قيمة النقدية في نهاية شهر EY /١‏ ١ه‏ لا تقل عن ٠٠٠٠١‏ ريال. 

Y لا تقل عن‎ ه١‎ EY Y شهر‎ Ae أن تكون نسبة الأصول إلى الخصوم في‎ e 

. ٠ , © 1ه لا تقل‎ 577/١ شهر‎ Ole أن تكون نسبة المدينين إلى الدائنين في‎ e 

e‏ تعظيم dle‏ الربح من بيع الأنواع الثلاثة خلال شهر 475/١‏ 1ه. 


الحل: المهدف في هذه المسألة هو تعظيم dle (Max)‏ الربح من بيع الأنواع الثلاثة من 


Yo الخطية‎ ie JI 


صافي الربح الإجمالي = dle)‏ ربح الوحدة الواحدة من النوع الأول x‏ عدد الوحدات 
المطلوب بيعها من النوع الأول) + (صافي ربح الوحدة الواحدة من النوع الثاني x‏ عدد الوحدات 
المطلوب بيعها من النوع الثاني) + (صافي ربح الوحدة الواحدة من النوع الثالث x‏ عدد الوحدات 
المطلوب بيعها من النوع الثالث). 

المجهول هنا في صافي الربح الإجمالي هو عدد الوحدات المباعة من كل نوع « OB «le,‏ 
متغيرات القرار: 

sae 2X,‏ الوحدات المطلوب بيعها من النوع الأول. 

ox,‏ عدد الوحدات المطلوب بيعها من النوع الثاني. 

X;‏ عدد الوحدات المطلوب بيعها من النوع الثالث. 

SIL على هذا فإن دالة الهمدف يمكن التعبير عنها‎ tly 

Max z = 70X, + 50X; + 40X; 

أما القيود» OP‏ هذه ULM‏ تتكون من شر وط أساسية: 

-١‏ أن ote‏ الوحدات المنتجة لا تتجاوز ٠٠١‏ وحدة من كل نوع لمحدودية المواد الخام 
خلال الشهر. 

Y‏ - أن لا تقل النقدية في le‏ الشهر عن ٠*٠‏ * *5 ريال. 

Y أن تكون نسبة الأصول إلى الخصوم لا تقل عن‎ -Y 

.٠ , 6 أن تكون نسبة المدينين إلى الدائنين لا تقل عن‎ - ٤ 


للتعبير عن الشرط الأول يمكن كتابة القيود التالية: 
X; < 100‏ 
X; < 100‏ 
للتعبير عن الشرط GUI‏ والخاص بقيمة النقدية في ale‏ الشهر» فلابد من حديد قيمة النقدية 
في ule‏ الشهر والتي يمكن حسابها كا يلي: 
قيمة النقدية فى gale‏ = قيمة النقدية فى بداية الشهر + المسترد من المدينين - المسدد 
للدائنين - المبالغ المدفوعة للعمالة خلال الشهر. 


البرمجة الخطية Yy‏ 


(105000 — 110X, — 100X; — 70X;) + (21000 + 300X; + 250X> +180X;) + (39000 — 120X; - 
100X; — 70X3) = 165000 + 70X; + 50X; + 40X; 


ثانياً. الخصوم = الدائنون في بداية الشهر - cole all‏ للدائنين خلال الشهر + المشتريات 
«JEL‏ 


85000 = 10000 + 5000 — 80000 = الخصوم 


إذاً نسبة الأصول إلى الخصوم يمكن التعبير عنها بالتالي: 
70X, + 50X; + 40X; > 2(85000) === 70X, + 50X, + 40X; > 5000‏ + 165000 
الشرط m‏ نسبة المدينين إلى الدائنين» وقد سبق تحديد قيمة كل منهما في ZU‏ 
ALL a‏ سکن حدید هذه النسبة كما يل : 


21000 + 300X; + 250X, +180X; 2 0.5(85000) => 300X, + 250X; + 180X; = 21500 


الصيغة الرياضية لهذه المسالة كالتالى: 

Max z = 70X, + 50X; + 40X, 
Subject To: 

X; = 100 

X5 € 100 

X, € 100 

110X; + LOOX, + 70X, x 45000 

70X; + 50X; + 40X; = 5000 

300X, + 250X- + 180X, = 21500 

X,,X5, X420 


CV, V) JU‏ (جدولة): 

ترغب جامعة الملك سعود في جدولة عمل حراس الأمن لديها بحيث يعمل حراس الأمن 
١‏ ساعة يومياء وعلى ٤‏ فترات في اليوم ابتداءً من Y‏ صباحاً إلى 1 صباحاء ثم من T‏ صباحاً إلى 
clas VY‏ ثم من ۱۲ مساءً إلى ٦‏ مساءً» وأخيراً من ٦‏ مساءً إلى dekao VY‏ على ألا يقل عدد 
الحراس في كل فترة عن ۰٠١ CU‏ ١٠ء‏ ۹ حراس أمن. المطلوب إيجاد العدد الأمثل بحيث يكون 
أقل ما يمكن. 

الحل: لحل هذه المسألة لابد من تعريف متغيرات IA‏ والتى يمكن استنتاجها من ABI‏ 
هذه المسألة. المهدف odd‏ المسألة هو تخفيض (Min)‏ عدد حراس الأمن خلال اليوم» ولذلك op‏ 
متغيرات القرار هي : 


YA‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


Gm] 2... A) الأم: ق الجموعة 1 شق‎ ol io oe: Xi 
: حراس اد من ي‎ 


Min w= X] Xo + X3 X, 
وسكمر إل‎ cle bes 5 phe الثائة‎ alec ونيف إن حارس الا فو فى الجموعة الأول سيا‎ 
المطلوبة يومياً. وهذا‎ alas ساعات‎ oe حتى‎ | gb ة الثانية التي 5“ تتتهى الساعة الثانية عشرة‎ pall نباية‎ 


الأمر نفسه ينطبق على حراس الأمن في المجموعات الأخرى. يبين الجدول التالى الشكل الذي 
ستصاغ على أساسه القيود. 





يمثل القيد الأول عدد حراس الأمن فى الفترة الأولى من ١7‏ صباحاً إلى T‏ صباحاًء والذى 
يجب ألا يقل عن T‏ حراس أمنء وتتكون هذه المجموعة من الحراس الذين سيبدأون عملهم الساعة 
VY‏ صباحاء والذين يمكن تعريفهم بأنهم OG‏ ومن الحراس الذين سيبدأون عملهم الساعة ” مساءً 
والذين يمكن تعريفهم eco‏ با حيث نهاية عملهم ستكون الساعة T‏ صباحا: 


X,+ X42 6 
القيود الأخرى ستأخذ نفس النظام:‎ 
M,+A22 15 
دير‎ + Äg 10 
X,+ X429 


أخير | قيد عدم السلبية: 
Xj, Xa, Xa, X4 = Û and Integers‏ 


T allie AJ 


V‏ بد من ملاحظة Las! Ul‏ عبارة (and Integers)‏ لقيد عدم السلبية» والذي يعنى أن قيم 
المنغيرات يجب أن تأخذ Cs‏ تمثل أعداداً صحيحة. (سيتم الحديث عن هذا الموضوع لاحقاً). 


الصيغة الرياضية هذه المسالة بشكلها النهائى كالتالى: 

Min w = X, + Xo + بک‎ + X4 
Subject To: 

X gx x5 

X,+X2215 

X; X42 10 

X3TX4,29 

Xj, X5, X5, X4, = 0 and Integers 


Y.‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


تمارين محلولة 
السؤال الأول: تعتزم إدارة أحد المصانع المختص بإنتاج الأثاث تصنيع ثلاثة p)‏ من 
الطاولات LA, B, C‏ المدة الزمنية اللازمة لكل مرحلة من مراحل الإنتاج بالساعة (قص الخشب. 
والتركيب» والصباغة)» والربح للوحدة SVL SL‏ موضحة في الجدول التالي. النموذج B‏ يمكن أن 
يباع مصبوغاء أو غير مصبوع لکن يجب آلا يقل مجموع المنتج من النموذج B‏ المصبوغ. وغير 
المصبوغ عن ضعف المنتج من النموذج LA‏ المطلوب كتابة الصيغة الرياضية على شكل برنامج خطي 
لتكبير الربح من إنتاج هذه النماذج. 








l A عدد الو حدات المنتجة | من النمودح‎ Xa 

إوكا: عدد الوحدات المنتجة من النموذج B‏ اللصبوع l‏ 
‘Xp‏ عدد الوحدات المنتجة من النموذج B‏ غير المصبوغ . 
Xo‏ عدد الوحدات المنتجة من النموذج © . 


Max z= IAA + 40X p] + 20X دع‎ + SOX 
S.L. 
XA + AXn + 2X pə + 3Xc = < 300 
2X, + رو وك‎ + 4Xp2 + TAC x 300 
4X4 + 4Xpi + + 5Xc € 150 
ABI T Ap E 2X a > 0 
X As X Bls Xn». AC -( 


السؤال الثاني: مستثمر لديه مبلغ ٣,۹۹۹۰‏ ريال يريد استثارها في شراء بيوت 
صغيرة» أراضى. وأسهم في إحدى الشر قات de‏ امل أن يستثمر في المشروع ECT TNAM‏ 
ستزيد من العائد المتوقع في ile‏ العام. فإذا bale‏ العوائد والحدود القصوى من الاستثار 


والموضحة في الجدول Mel‏ فما هى الصيغة الرياضية المناسبة لحل هذه المسألة؟ 


SEES 
om SEE 


m [08 E EEE 





ae X;‏ البيوت الصغيرة المطلوب شراؤها. 
×: عدد الأمتار من الأراضى المطلوب شراؤها. 
LX;‏ عدد الأسهم المطلوب شراؤها. 
Max z = 50000X, + 15X; + 25X4‏ 
Subject To:‏ 
450000X , + 150X; + 200X, x 3000000‏ 
X25‏ 
X; x 12000‏ 


X; € 10000 


الحدول التالي سعر البيع. وبيانات العملية الإنتاجية للوحدة. فإذا كانت الشركة قد الترمت بتوريد 
۵ وحدات LP ٠١و HR gus‏ الثاني j— n‏ بناءً عل اتفاقية di‏ 
سه gll M‏ من à "M Quit, piod well‏ أضعاف اف "m Jy‏ 
الثالث. اكتب الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برنامج خطى لتكبير الإيراد بافتراض أن كل ما 
ينتج سيتم ببعه. 


LL of ال‎ o p ee 
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; JH 
| عدد الوحدات المطلوب إنتاجها من المنتح‎ :X, 
= gal عدد الوحدات المطلوب إنتاجها من‎ iX, 
الوحدات المطلوب إنتاجها من المنتح ج‎ sas :X; 


Max z = 50X1 + TOX) + SOX 
S.T. 


FIA + 6X3 = 800‏ رمك 
2X; T 4X + 4X, < 450‏ 
Xi 2X5 3.5X3 = 400‏ 
X75‏ 
X» 10‏ 
2X4 xf‏ 2 
X] T A» ES 3X4 = ()‏ 
Al; X3. A3 = ()‏ 


YY الخطية‎ ie J 


السؤال الأول: Ob JI ple exe‏ الجديدة بخبز نوعين من الفطائر» فطائر بالكريمة» وفطائر 
بالفواكه. كل صندوق من فطائر الكريمة (الصندوق VY‏ فطيرة) تحقق ربحاً قدره ١5‏ ريالاء وتحتاج 
إلى Y Y‏ رطلاً من الدقيقء Ory‏ بيضة» وه أرطال من السكر. كل صندوق من فطائر الفواكه يحقق 
bu,‏ قدره VL) Yo‏ وتحتاج إلى ١7‏ رطلاً من الدقيق» و٠5‏ بيضةء و١٠‏ أرطال من السكرء و6١‏ 
رطلاً من خليط الفواكه. فإذا علمت أن المخبز لديه في أحد الأيام ١5١‏ رطلاً من الدقيق» و٠٠٠‏ 
بيضة» و40 رطلاً من السكرء و١١٠١‏ رطلاً من خليط الفواكه» فاكتب الصيغة الرياضية المناسبة على 
شكل برنامج خطي لتعظيم الأرباح بمعلومية أن عدد صناديق فطائر الكريمة يجب أن تزيد عن 
صناديق فطائر الفواكه بصندوقين على الأقل. 

السؤال الثاني: تقوم إحدى الشركات الصناعية بإنتاح BW‏ أنواع من المنتجات A‏ و8 5 C‏ 
فإذا علمت أن الوحدة الواحدة من المنتج الأول تحتاج إلى Y‏ ساعات عملء و٠5‏ رطلاً من المواد 
الخام والوحدة الواحدة من المنتج الثاني محتاج إلى ساعتين عمل * Why Y‏ من المواد الخام والوحدة 
الواحدة من المنتج الثالث تحتاج إلى © , Y‏ ساعة عمل» £05 رطلاً من المواد الخام» فإذا علمت أن 
المتاح من ساعات العملء ومن المواد الخام يومياً يساوي * VY‏ ساعة عمل» و٠٠٠۷‏ رطل من المواد 
الخام. فإذا قدمت الإدارة المالية المعلومات التالية لسعر البيع» وتكاليف الإنتاج للوحدة الواحدة من 
المنتجات الثلاثة كا في الجدول التالي. المطلوب كتابة الصيغة الرياضية هذه DLL‏ على شكل برنامح 
خطي لتعظيم صافي الأرباح بمعلومية أن المؤسسة ترغب في أن لا تتجاوز الكمية المنتجة من المنتج 
الأول عن ٠١‏ وحداتء وأن لا تقل الكمية المنتجة من المنتج الثاني عن ٠١‏ وحدة» وأن لا تزيد 
الكمية المنتجة من المنتح الأول والثاني عن الكمية المنتجة من المنتح الثالث. 


a 
تباع بالكيلو على أساس أن‎ A, 8, © السؤال الثالث: محمد لديه مصنع ينتج مواد كيميائية‎ 
A ريالاً. فإذا علمت أن الكيلو من المادة‎ ۲٠٠٠١ ء۱۸٠١‎ ء٠٠٠١ سعر الكيلو للمواد على التوالى‎ 
ريال مواد أولية» و" ساعات للاختبار والكيلو من‎ ٠٠ ٠و يحتاج إلى > ساعات للتركيب الكيميائي»‎ 
يحتاج إلى 7 ساعات للتركيب الكيميائي» و١٠٠6 ريال مواد أولية» و٤ ساعات للاختبار‎ B المادة‎ 
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والكيلو من المادة © يحتاج إلى /ا ساعات للتركيب الكيميائى: و۰۰ ريال مواد Os AJ al‏ ساعات 
لالاختبار» Oly‏ محمد يرغب في تكبير قيمة المبيعات بمعلومية أن كل ما ينتجه سيتم بيعه. وبافتراض 
أن المواد الأولية المتاحة وقيمتها ٠٠٠٠١‏ ريال سيتم تخصيص نصفها على الأقل للمادة الكيميائية (A‏ 
وأن المتاح من ساعات التركيب الكيميائي» وساعات الاختبار على التوالي dele ١١١و Yos‏ 
المطلوب كتابة الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برنامح خطي. 


السؤال الرابع: تعمل شركة صناعية في تصنيع ثلاثة أنواع من المنتجات أ وب وج. يبين 
الجدول التالي سعر البيع» وبيانات العملية الإنتاجية للوحدة. فإذا كانت الشركة قد التزمت بتوريد 
0 وحدات من المنتج الأول و١٠‏ وحدات من المنتج الثاني لشركة أخرى بناءً على اتفاقية موقعة 
بينهماء وكانت ترغب في ألا يقل الإنتاج من المنتج الأول عن ضعف الإنتاج من المنتج الثالث» وأن 
يكون مجموع الإنتاج من cell‏ من cell‏ الأول والثاني يساوي BW‏ أضعاف الإنتاج من المنتح 
الثالث. اكتب الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برنامح dae‏ لتكبير الإيراد بافتراض أن كل ما 


| كس‎ Dus [ove e | 3 





السؤال الخامس: تقوم شركة الجوف المعدنية بتصنيع نوع من المعادن بحيث يشمل 
المواصفات التالية: 

ه مقاوم للجاذبية بنسبة 48// على الأكثر. 

ه كروم بنسبة TA‏ على الأقل. 

© درجة ذوبان لا تقل عن 45٠‏ درجة Ay gta‏ 

المواد الخام التالية © A, B,‏ والتي تحمل المواصفات S)‏ في (Jaah‏ يمكن أن تستخدم 


لتصنيع المعحدن. 


Yo الخطية‎ ie JI 


۾ اتات ال اد الا 


a س‎ E 
| Gedus | — 40 | — 0 | ي‎ | 
Sas 15 —]-—m E 
نسب استخدام المواد الخام‎ LEY et اكتب الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برنامح‎ 

في تصنيع المعدن في ظل تخفيض التكلفة الكلية للإنتاج. 





السؤال السادس: يرغب مدير أحد المصانع بتكبير صافي الربح لإنتاج خسة عشر منتجا 
cq‏ فإذا علمت أن العائد من بيع كل منتح يساوي Rj‏ وتكلفة إنتاج كل منتح يساوي Cj‏ حيث 
j-12,3,...n‏ و15-ه. وإذا علمت أن تكلفة الإنتاج يجب ألا تتجاوز © IL‏ وأن الكمية المنتجة من 
Y cb‏ إلى © يجب ألا تقل عن 150% من الكمية المنتجة من باقى المنتجات» كا أن تكلفة 
النتتجات من 5 إلى ٠١‏ يجب أن لا تزيد عن 10% من التكلفة الكلية للإنتاج. اكتب الصيغة الرياضية 
المناسبة على شكل برنامج خطي» ul s‏ بتعريف متغيرات القرار. 

السؤال السابع: تقوم شركة الرياض للجلود بتصنيع أربعة أنواع من حقائب رجال eV‏ 
وتستلزم عملية إنتاج الحقيبة إلى كمية من المواد الخام ا ا وساعات عمل Std‏ هذه 
الجلود. يمثل الجدول التالي المواد الخام بالقدم المربع» وساعات العمل اللازمة لإنتاج كل نوع 
وسعر البيع للوحدة الواحدة من كل نوع. UU‏ تملك الشركة 20٠١‏ قدم مربع من الجلود 
و* ٠٠٠‏ ساعة عمل» ولتلبية طلبات العملاء فلابد من إنتاح ٠٠٠١‏ حقيبة منها على الأقل ٠٠٠١‏ من 
النوع الثالث» وعلى ألا يقل مجموع ما ينتج من النوع الأول عن ضعف مجموع ما ينتج من النوع 
الثاني. المطلوب حل هذه DLL‏ على شكل برنامج خطى لتعظيم حجم المبيعات. 


ee De Dus | 
Ls لحك سك سك‎ 


متحتي كك اك اك اك 
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fei Leal باستخدام الرسم‎ Jali 


Graphical Solution 


يمكن حل مسائل البريجة الخطية باستخدام الرسم ILAN‏ إذا كان عدد المتغيرات اثنين أو 
أقل ؛ وذلك لإمكانية تصور الشكل البياني. ولكن إذا زاد عدد المتغيرات عن اثنين» فإن ذلك يعني 
الحاجة إلى زيادة عدد الأبعاد في الشكل البيانى (حيث إن ote‏ الأبعاد في الشكل البياني يساوي عدد 
المتغيرات في البرنامح الخطي). نما جعله صعب التخيل» بل ومستحيل في أغلى الأوقات [Taylor‏ 
(IIT, 2010]‏ ولذلك نستخدم طريقة السمبلكس في هذه الحالة» وسنتحدث عنها بالتفصيل في الفصل 
القادم. سنقوم في هذا الفصل بدراسة حل مسائل de I‏ الخطية باستخدام الرسم البياني حيث إن 
عدد المتغيرات لا يزيد عن اثنين. 


الرسم البياني: 
ذكرنا سابقاً أن العلاقات في البرنامج الخطى هي علاقات خطية لكل من القيود ودالة 
Ga‏ ولذلك فإنه يمكن رسم هذه العلاقات بيانياً. SEW‏ العلاقة التالية: 
10= ,£5 2 
يمكن لنا رسم هذه المعادلة الخطية کالتالي: 
١‏ -نفرض أن 0 - إلا ثم نحل المعادلة 10 - 5X;‏ وبالتالي فإن 2 = يا. 
Y‏ -نفرض أن 0 = يا ثم نحل المعادلة 10 = 2X,‏ وبالتالي فإن 5 = Xi‏ 


TY 
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(|a Y‏ بين النقطتين )5,0( )0.2( بخط مستقيم ثم نمد هذا الخط قبل النقطتين وبعدهاء 
ونكون قد LSE‏ من رسم الخط المستقيم لهذه المعادلة كا في الشكل .)١, ١(‏ 





الشكل رقم (Y, V)‏ يوضح رسم الخط المستقيم. 


ملاحظة: يتم استخدام الرموز اللاتينية في هذا الكتاب؛ OY‏ جميع أو غالبية البرامج 
الحاسوبية Softwares‏ تستخدم هذه الرموز (حيث إننا سنستخدم Lan‏ من هذه البرامج TR E |S‏ 
لاحقا)» ولذلك فالتعبير عن النقاط في الرسم البياني سيلتزم بهذا الأمر. كمثال على ذلك: النقطة 
)5,2( تعني تقاطع القيمة 5 على المحور الأفقي والقيمة Y‏ على المحور العمودي» ولذلك LÀ‏ من 
اليسار إلى اليمين. 
لرسم المتراجحة 10> e 2×, + 5X5‏ ولتحديد اجاهها نقوم بالتالي: 
ه نحولالمتراجحة إلى معادلة كالتالي: 10- 5X5‏ + ,×2 . 
ه٠‏ نرسم الخط المستقيم والواضح كا في الشكل السابق. 


الحل باستتخدام الرسم البياني Y4‏ 


.)0,0( نختار نقطة عشوائية لا تقع على الخط المستقيم ولتكن‎ o 

e‏ نقيم الجانب الأيسر في المعادلة باستخدام قيم المتغيرات في النقطة العشوائية )0,0( ونحصل 
على SU‏ : 0 = )5(0 + )2(0 

e‏ حيث إن قيمة الجانب الأيسر بعد التعويض (0) أصغر من الجانب الأيمن (10)؛ ويتوافق 
مع اتجاه المتراجحة (S)‏ فإن اتجاه الخط المستقيم سيكون باتجاه النقطة العشوائية JD.‏ 
اليسار)» كما في الشكل «CY, Y)‏ وإن لم يتوافق فيكون بالاتجاه المعاكس (إلى اليمين). 





الشكل رقم (MY)‏ يوضح AI‏ الخط المستقيم. 


:)7 , ١ إيضاح حل مسائل البرمجة الخطية بشكل متكامل في المثال التالي (المسألة‎ XM 


Max z= 15X + 20Y 
S.T. 
6X + SY = 30 
2X = 16 
3X -3Y <6 
SX —6Y = -24 
X,Y20 
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لحل هذه المسألة بيانياً نقوم بالتالي: 

لرسم القيد الأول: نطبق الطريقة السابقة ونوضحها الآن باختصار أكثر: 
نحول القيد إلى معادلة: 230 5۷ + 6X‏ 

Y=6 Old X=0 وإذا كانت‎ X=5 òb Y=0 إذا كانت‎ 
QUIS X,Y نعوض لقيم‎ 

نرسم الخط المستقيم کا هو موضح في الشکل( ۳ .)١,‏ 





باستخدام قاعدة تحديد اتجاه الخط المستقيم ما وضحناه في القاعدة السابقة نجد أن اتجاه 
ا لخط سيكون إلى اليمين. ونلاحظ أيضاً أن الخط المستقيم يقع في المنطقة الموجبة لكل من X‏ و Y‏ 
بسيب قيد عدم السلبية. 





الشكل رقم QUY)‏ يوضح الخط المستقيم للقيد الأول في المسألة ( ١‏ , ۳) واتجاهه. 


T Stell الرس‎ ela ال‎ 


لرسم القيد الثاني: 
نحول القيد إلى معادلة: 16 = ×2 





وحيث إل لا غير موجودة في xc Y X R$ oU ialll‏ — 0—— 8—— 
بقيمة (ged c Y‏ كانت قيمة OB e Y‏ قيمة × لا تتغير» ويتم إيجادها بحل 0 


المعادلة ماكر 
نعوض لقيم X,Y‏ كالتالي: 
نرسم الخط | استقيم عموديا على حور |S X‏ هو موضح في الشكل ٤(‏ ,€( 
باستخدام قاعدة تحديد اتجاه الخط المستقيم» نجد أن اتجاه الخط سيكون إلى اليسار. 


لرسم القيد الثالث: 

نحول القيد إلى معادلة: 6 2 3X - 3Y‏ 

نعوض لقيم X, Y‏ كالتالي: 

نرسم الخط المستقيم كما هو موضح في الشكل (TO)‏ ومن ثم 
نمد الخط المستقيم في المنطقة الموجبة. 

باستخدام قاعدة تحديد اتجاه tl‏ المستقيمء نعجد أن اتجاه المنط سيكو ن إلى اليسار. 








الشكل رقم (Y, E)‏ يوضح الخط المستقيم للقيد الأول والثاني في المسألة Y , ١‏ واتجاههما. 


£Y‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 





الشكل رقم )0 , .)١‏ يوضح الخط المستقيم للقيد الأول والثاني والثالث في المسألة )1( واتجاههم. 


لرسم القيد الرابع: 
نحول القيد إلى معادلة: 24- = 6۷ - 8X‏ 





نعوض لقيم X,Y‏ كالتالي: 

نرسم الخط المستقيم كما هو موضح في الشكل 00 ومن 4 | 0 
ثم نمد الخط المستقيم في المنطقة الموجبة. 

ERIA‏ ام فاعدة تحديد انهاه الخط المستقيم» نجد أن اتجاه الخط سيكون إلى اليمين. 


ا لحل باستخدام الرسم البياني ۳ 


gr^ 


-4 3 -2 -124°1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
-4 





الشكل رقم (Y, T)‏ يوضح الخطوط المستقيمة لجميع القيود واتجاهاتهاء ومنطقة الحل الممكن في المسألة( QU ١‏ 


OVI LSE‏ من رسم جميع co el‏ لكن السؤال هل انتهينا هكذا؟ الجواب لاء لم ننته بعده 
حيث نجس علينا أن نحدد منطقة الحلول الممكنة (Feasible Region)‏ إذا توفرت» ومن ثم بحث عن 


الحل الأمثل إن أمكن. لكن قبل الاستمرار لابد لنا من LIF‏ وتعريف دقيق لمنطقة الحلول الممكنة. 


ما هى منطقة الحلول الممكنة ‘Feasible Region‏ 

l‏ منطقة الحلول الممكنة لابد وأن Jeb‏ شكلاً عدبًا (convex Shape)‏ والشكل المحدب هو الشكل 
الذي إذا اخترت فيه أي نقطتين داخل أو على حدود الشكل ووصلت e‏ بخط مستقيم» OB‏ هذا الخط 
(بالكامل) LY‏ وأن يكون داخل الشکل» ولا يمكن أن ae‏ أي ee‏ منه حارج الشكل. وفي البرمجة 
الخطية فإن هذا الشكل يكون مضلعاء ولا يوجد فيه أى منحنيات[2004 [Winston,‏ . 

لاحظ الأشكال في الشكل (Y, v)‏ تجد آنا أشكال محدبة وينطبق Lee‏ القاعدة السابقة. 
LI‏ الأشكال في الشكل (۷, ٣ب)»‏ فلا ينطبق على أي منها هذه القاعدة» ولذلك لا يمكن أن isb‏ 
منطقة الحلول EKAI‏ أيّا من هذه الأشكال. 


ا لحل باستخدام الرسم البياني CY‏ 
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الشكل رقم (7,5). يوضح الخطوط المستقيمة لجميع القيود واتجاهاتهاء ومنطقة الحل الممكن في المسألة( QU ١‏ 


تمكنا OYI‏ من رسم جميع القيودء لكن السؤال هل انتهينا هكذا؟ الجواب لاء لم ننته بعده 
حيث يجب علينا أن نحدد منطقة الحلول الممكنة (Feasible Region)‏ إذا توفرت» ومن ثم نبحث عن 


الحل الأمثل إن أمكن. لكن قبل الاستمرار لابد لنا من تحديد وتعريف دقيق لمنطقة الحلول الممكنة. 


ما هى منطقة الحلول الممكنة ‘Feasible Region‏ 

l‏ منطقة الحلول الممكنة لابد وأن تأخذ «(convex Shape) Case WKS‏ والشكل المحدب هو الشكل 
الذي إذا اخترت فيه أي نقطتين داخل أو على حدود الشكل ووصلت e‏ بخط مستقيم» OB‏ هذا الخط 
(بالكامل) LY‏ وأن يكون داخل الشکل» ولا يمكن أن c‏ أي ee‏ منه خارج الشكل. وفي البرمجة 
الخطية فإن هذا الشكل يكون مضلعاء ولا یو جد فيه أى منحنيات [2004 [Winston,‏ . 

لاحظ الأشكال في الشكل a (Y, v)‏ آنا أشكال محدبة وينطبق Lee‏ القاعدة السابقة. 
Gl‏ الأشكال في الشكل V)‏ , لاب)» فلا ينطبق على أي منها هذه القاعدة» ولذلك لا يمكن أن تأخذ 
منطقة الحلول الممكنة GI‏ من هذه الأشكال. 


3 المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 





الشكل رقم IV)‏ يوضح الأشكال المحدبة. 





الشكل رقم (OPV)‏ يوضح الأشكال غير المحدبة. 


قبل البدء بحل المسألة» سنقوم بذكر الحالات الممكنة الحدوث عند حل أي مسألة من 
مسائل البرمجة الخطية سواءً كانت باستخدام الرسم البياني» أو باستخدام طريقة السمبلكس . 
الحالات الممكنة الحدوث عند حل أي مسألة من مسائل البريجة الخطية: 
عند حل مسائل البرجة الخطية سنواجه واحدة من الحالات التالية ]2006 [Gupta and Kanna,‏ : 
١‏ - حل أمثل (Optimal Solution)‏ 
| حل أمثل ۾ > .(Unique Optimal Solution)‏ 
Je e‏ أمثل بديل أو „(Alternative or Multiple Optimal Solution) 52 zs‏ 
-Y‏ حل غير .(Unbounded Solution) a‏ 
JLL -7‏ غير ASS‏ الحل .(Infeasible Problem)‏ 


الحالة الأولى: حل أمثل : 

يكون JU‏ حلا أمثل إذا استطعنا الحصول على منطقة الحلول الممكنة حيث e]‏ شرط في 
هذه الحالة. في مثالنا السابق استطعنا ole]‏ منطقة الحلول الممكنة والمحددة بالرموز ABCD‏ وحيث 
إن نقطة الحل الأمثل هي نقطة ركنية ilo‏ في البرمجة الخطية؛ لأا تمثل نقطة قصوى فإن الحل الأمثل 
هذه المسألة يوجد في واحدة من هذه النقاط الركنية. 


ا لحل باستخدام الرسم البياني to‏ 


قاعدة (Y, ١(‏ 
ا لحل الأمثل لمسائل ie di‏ الخطية يمثل (lo‏ بواحدة أو أكثر من النقاط الركنية؛ ON‏ النقاط 


الركنية هى النقاط القصوى فى منطقة الحلول الممكنة. 





لإيجاد الحل الأمثل هذه المسألة» فيمكن عمل ذلك بطريقتين على الأقل : 


أولاً: طريقة تقييم النقاط الركنية: 

بعد تحديد منطقة الحلول الممكنة» يمكن تحديد الحل الأمثل بتقييم دالة الهدف عند كل نقطة 
ركنية. النقاط الركنية في هذه المسألة هي النقاط ABCD‏ كما في الشكل Y, A)‏ وعند كل نقطة 
تختلف قيم المتغيرات e X,Y‏ ومن ثم تختلف قيمة Slo‏ الهدف. 


E d 
a 
L Jj E 
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الشكل رقم .)١ , A)‏ يوضح منطقة الحل الممكن والنقاط الركنية للمسألة ١(‏ , ”). 


5 المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


يمكن تقييم دالة الهدف عند كل نقطة كالتالي: 
s‏ حدد منطقة الحلول الممكنة. 

= حدد النقاط الركنية وسم كل نقطة. 

= ابدأ بالنقطة الأولى» وحدد القيود التى يمثل تقاطعها هذه النقطة. 

ه حول هذه القيود إلى معادلات بإزالة < أو > وإحلال = بدلاً منهها. 

* أوجد جبرياً قيمة WS‏ من X‏ ولا بحل هذه المعادلات. 

ه عوض بقيم المتغيرات عند هذه النقطة في دالة الهدف. 

Gb s‏ ما سبق على كل نقطة ثم قارن بين قيم دالة adl‏ واختر الأفضل من بينهم. 


النقطة A‏ تمثل تقاطع القيد الثاني والرابع» وبعد تحويلهما إلى معادلات يمكن حله| وإيجاد 
قيمة كل متغير كم يلي: 
6Y = 88 === Y = 14.667‏ دح 678 - 24 + (8)8 === 2-24 8X —6Y‏ 


بالتعويض في قيمة دالة الهمدف: 
15X + 20Y ===> 15(8) + 20(14.667) = 413.333‏ 
النقطة 8 تمثل تقاطع القيد الأول والرابع» وبعد تحويله) إلى معادلات يمكن حلهماء وإيجاد 
قيمة كل متغير کا يلي: 
36X + 30Y = 0‏ >=== بالضرب ى 6 >=== 230 6X--5Y‏ 


SX —6Y 2-24 ===} 5 1 بالضرب‎ === 40X - 30Y = -120 


76X = 60 ===> X = 0.7895‏ وبالجمع 


بالتعويض لقيمة X‏ فى إحدى المعادلات: 
6X + 5Y = 30 ===> 6(0.7895) + 5Y = 30 ===> 5Y = 25.2631 ===> Y = 5.0526‏ 
بالتعويض ف قيمة دالة الهدف: 
15X + 20Y === 15(0.7895) + 20(5.0526) = 112.8947‏ 


لحل باستتخدام الرسم البياني 3 


النقطة © تمثل تقاطع القيد الأول والثالث» وبعد beh yA‏ إلى معادلات يمكن (gle‏ وإيجاد 
6X + 5Y = 30‏ >=== بالإبقاء عليها کا ھی >=== 230 5۷ + 6X‏ 
pall === =$ -6X +6Y =‏ ب 71x — 3Y = 6 == =ý -2 E‏ 





LU, 11Y=18 === Y = 1.6363 


بالتعويض لقيمة × فى إحدى المعادلات: 
3X — 3Y = 6 === 93× — 3(1.6363) = 6 ===> 3X = 10.909 ===> X = 3.6363‏ 

بالتعويض فى قيمة دالة الهمدف: 
15X + 20Y === 15(3.6363) + 20(1.6363) = 87.2727‏ 


النقطة D‏ تمثل تقاطع القيد الثاني والثالث» وبعد تحويلها إلى معادلات يمكن حلهاء وإيجاد 

‘BIS pre كل‎ doe 
2X 216 =3 X-8 
3X-3Y26 === 3(8)-6-23Y === 3Y=18 ==> Y=6 


15X + 20Y === 15(8) + 20(6) = 240 





اخترنا الحل الأمثل عند النقطة OY A‏ قيمة Z‏ هى pSV‏ حيث إن دالة الهدف تكبير Max‏ 


LU‏ : طريقة ميل وانجاه مستقيم دالة الهدف: 
في البداية Moe‏ عن انجاه مستقيم دالة الهدف» |S‏ هو موضح في الحدول AVN)‏ 
ولإيضاح ذلك lla ol‏ الهدف 10۲ + Max SX‏ تساوي دالة الهدف Min -5X - 10Y‏ بعد ضرب 


£A‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


الدالة في (C1)‏ وكلتا الدالتين تعنيان أنه يتعين تكبير قيمة × » وقيمة Y‏ ليتحقق هدفههماء نما يعنى أن 
الاتجاه سيكون شمال شرقي في الرسم البياني. 


جدول رقم .)١, N)‏ يوضح LEY‏ الممكنة لدالة الهدف. 


as fp] w 
Max 5X + 10Y =- Min -5X — 10Y شهال شرقى‎ 
[ exam || eem | uev | YRexke _ 


MW DD We 
Max -5X + 1017 = Min 5X — 10Y Y صغر × وکر‎ 





في مثالنا السابق Y)‏ ”7). نجد أن دالة الهدف هى «Max z = 15X + 20Y‏ ولذلك يمكن LS‏ 
إيجاد ميل دالة code Cad‏ وذلك كا يلى: 


15X + 20Y - c ===20Y = c - 15X ===> Y = c/20 - (15/20)X 
على أساس هذا‎ GAB! ميل دالة المدف يساوي 15/20- أو 3/4 وعليه يمكن رسم دالة‎ 15] 
الميل. كا يمكن رسمهاء وذلك بافتراض أي قيمة ثابتة في الجانب الأيمن لدالة المدف. لنفرض أننا‎ 
ومن ثم نرسم‎ »)1576 + 20Y = 60( كقيمة ثابت في الجانب الأيمن لدالة الهدف‎ ٠١ اخترنا القيمة‎ 
الخط المستقيم الذي يمثل دالة الهدف كما تعلمنا عند رسمنا للقيود ( اخترنا هذا الرقم على أساس أنه‎ 
وعلاقتها‎ Gd! دالة‎ (Y, 4) مضاعف مشترك لمعاملات المتغيرات في دالة الهدف). يبوضح الشكل‎ 
(Max) بمنطقة الحلول الممكنةء وحيث إن معاملات المتغيرات في دالة الهمدف موجبة والمسألة تعظيم‎ 
ركنية‎ Xam اتجاه مستقيم دالة الهدف سيكون للأعلى (إلى اليمين أو شمال شرقي)» وآخر‎ OU 
تقاطع القيد الثاني‎ A تمثل النقطة‎ A سيلامسها قبل أن يغادر منطقة الحلول الممكنة ستكون النقطة‎ 
ودالة‎ Y=14.667 X=8 مع القيد الرابع» وعند حل معادلتي هذين القيدين جبريا سنحصل على‎ 
.2=413,333 المدف‎ 


الحل باستخدام الرسم البياني £4 


audi ais 





الشكل رقم )4 (Y,‏ يوضح مستقيم دالة الهدف ونقطة الحل الأمثل. 


حيث إنه لا يوجد حل آخر يعطي نفس قيمة دالة الهدف. OB‏ هذا الحل هو أفضل الحلول. 
وهو JH‏ الأمثل الوحيد oid (Unique Optimal Solution)‏ المسألة. وف هذه الحالة تسمى القيود 
التي کون تقاطعها نقطة e‏ الأمثل فيود نشطة .[Winston, 2004] (Active Constraints)‏ ومن 
خصائص هذه القيود أنها عندما نعوض lg)‏ بقيمة المتغيرات عند نقطة الحل الأمثل X=8‏ 
Y-14.667 5‏ » فإن الجانب الأيسر odd‏ القيود يساوي الجانب الأيمن» مما يعني أن موارد هذا القيد 
مستغلة بالكامل» وهو مالا يتحقق للقيو د غير النشطة „(Inactive Constraints)‏ 


(YY) قاعدة‎ 


« القيود النشطة هي التي يشكل تقاطعها نقطة الحل الأمثلء وفيها يكون الجانب الأيسر 


يساوي الحانب الأيمن. 


٠‏ إذا كان للمسالة حل أمثل» وكان أحد القيود على شكل Hales‏ فإن هذا القيد قيد نشط 





دائے|. 


ماذا يحدث لو أضفنا قيداً جديداً إلى المسألة ١(‏ , ۳) وأصبحت كالتالي (المسألة Y)‏ ,€ 


الحل باستخدام الرسم البياني £4 


audi ais 





الشكل رقم )4 (Y,‏ يوضح مستقيم دالة الهدف ونقطة الحل الأمثل. 


حيث إنه لا يوجد حل آخر يعطي نفس قيمة دالة الهدف. OB‏ هذا الحل هو أفضل الحلول. 
وهو JH‏ الأمثل الوحيد oid (Unique Optimal Solution)‏ المسألة. وف هذه الحالة تسمى القيود 
التي کون تقاطعها نقطة e‏ الأمثل فيود نشطة .[Winston, 2004] (Active Constraints)‏ ومن 
خصائص هذه القيود أنها عندما نعوض lg)‏ بقيمة المتغيرات عند نقطة الحل الأمثل X=8‏ 
Y-14.667 5‏ » فإن الجانب الأيسر odd‏ القيود يساوي الجانب الأيمن» مما يعني أن موارد هذا القيد 
مستغلة بالكامل» وهو مالا يتحقق للقيو د غير النشطة „(Inactive Constraints)‏ 


(YY) قاعدة‎ 


« القيود النشطة هي التي يشكل تقاطعها نقطة الحل الأمثلء وفيها يكون الجانب الأيسر 


يساوي الحانب الأيمن. 


٠‏ إذا كان للمسالة حل أمثل» وكان أحد القيود على شكل Hales‏ فإن هذا القيد قيد نشط 





دائے|. 


ماذا يحدث لو أضفنا قيداً جديداً إلى المسألة ١(‏ , ۳) وأصبحت كالتالي (المسألة Y)‏ ,€ 


Da‏ المدخل إلى البرمحة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


Max z = 15X + 20Y 
S.T. 
6X -5Y => 30 
2X < 16 
3X - 3¥ <6 
8X — 6Y > -24 
4X + 2Y < 28 
xX, Y>0 


dits ISI eua 








الشكل رقم (Y Y)‏ يوضح التأثير على مساحة منطقة ا حل الممكن بعد إضافة قيد جديد في المسألة QUY)‏ 


لاحظ أنه بسبب إضافة قيد جديد» فإن منطقة الحلول الممكنة صغرت» وهذا نتيجة لإضافة 
قيد لكن هذا ليس شر Uo‏ حيث إن منطقة الحلول الممكئة قد تصخر أو لا تتغير إذا أضفنا قيد جديدا 
heu |S [Moore et al, 2001] s[Winston, 2004]‏ أن awl)‏ الثاني أصبح Nw‏ مكر (Redundant | y‏ 
(هنهتاكم00)» والقيد المكرر لا حاجة لوجوده» حيث إنه خارج حدود منطقة الحلول الممكنة؛ ولا 
يعارض القيود الأخرىء فلو حذفناه. فإن منطقة الحلول الممكنة لن تتأثر. لكن معرفتنا بوجود قيد 
مكرر سيفيد في كثير من القرارات حيث يمكن استغلال الموارد الخاصة ذا القيد لمصلحة قيود 


الل باستخدام الرسم T ed‏ 


أخرى على أمل تحسين الحل الأمثل . الحل الأمثل في هذه IL‏ هو عند النقطة A‏ الجديدة حيث 
Y=8 9 X=3‏ ودالة الهدف 2-205. 


قاعدة QU, Y)‏ 
إضافة 43 يؤدي إلى أن: 
٠‏ تصغر منطقة الحلول الممكنة أو تبقى ثابتة E‏ لا تكر. 
» بسوء الكل الآمثل أو لا يتغير لكن لا يتحسن . 


حذف قيد يؤدي إلى أن: 

: تكير منطقة الحلول EKM‏ أو تبقى ثابتة إن لا تصغر. 
Rs Vogl fee JAN eo s‏ ل Y‏ 6 
حذف القيد المكرر أو إضافته لا يؤثر على الحل الأمثل. 





ماذا يحدث لو غيرنا دالة الهدف في المسألة Y)‏ , ۳)ء وأصبحت كالتالى (المسألة “7 , "7): 


Max z = 40X + 20Y 
S.T. 
6X + 5Y 2 30 
2X <= 16 
3X —3Y <6 
8X —6Y > -24 
AX -2Y < 28 
x, Y2 0 


سيصبح الحل الأمثل عند النقطة A‏ أو D‏ أو أي نقطة تقع ee‏ وهذا يعنى أن لدينا SMe‏ 


Su‏ أو متعدذا Cw . Alternative (Multiple) Optimal Solution‏ حدوث هذا الأمر أن ميل دالة 


Gul‏ بار سل القينالضط الا 


الحالة الثانية: الحل غبر .32 :(Unbounded Solution)‏ 

تكون مسألة de SI‏ الخطية غير محددة «(Taha, 2007] JAI‏ إذا كانت منطقة الحلول الممكنة 
مفتوحة من إحدى الحهات؛ وكان انهاه دالة المدف نحو تلك الحهة المفتوحة؛ وتتكون تلك الحالة 
سواء كانت دالة الهدف Max‏ أو Min‏ حيث إن المعيار اتجاه دالة المدف. لكن يجب التنويه هنا أن JH‏ 
غير حدد حل غير واقعي وناتج من خطأ في صياغة المسألة» أو تعريف المشكلة» أو الحصول على 


oY‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


بيانات خاطئةء وجب العودة إلى دراسة المشكلة من جديد إن صعب اكتشاف النطأ. والغرض من 
دراسته رغم عدم واقعيته هو لأغراض نظرية (تعليمية) فقط. 


BEEN "— oe ore a 





(Y, E SLM) عليه‎ Sle بعد [جراء بعضن‎ (Y, Y) الال السابق‎ AL) 


Max z = 40 X + 17 
ST. 

6X + 5Y > 30 

3X - 3Y <6 

8X — 6Y > -24 

X, Y20 


لاحظ أن منطقة [LI‏ مفتوحة باتجاه شال شرقى (شكل Q, Y‏ وهو نفس اتجاه دالة 
ا لمدف» مما يعني أن قيم المتغيرات يمكن أن تكون مالا Lisle‏ وهذا يؤدي إلى أن تكون قيمة دالة 
Gud‏ مالا باي olay‏ القيمة ills P‏ حرف Se Y‏ لعي الول على ie Yo‏ من PUM‏ 
أو المبيعات؛ OY‏ الموارد دائ محدودة. وللعلم بالشىء وحتى لا يُظن أن هذه IL‏ خاصة بحالة 
«Max‏ فيمكن أن تكون دالة المدف لنفس المسألة: 

Min w = -40X -20Y 

و يكون [LI‏ غير محدد؛ حيث إن اتجاه دالة الهدف ما زال في اتجاه المنطقة المفتوحة لمنطقة 

الحلول الممكنة. 





الشكل رقم .)١, Y Y)‏ يوضح أن منطقة الحل الممكن مفتوحة في المسألة ( Qn, Y‏ والحل غير 242 


كا يجب الانتباه إلى أن كون منطقة الحل مفتوحة من إحدى الجهات» فهذا لا يعني أن 
الشكل غير حدب» بل على العكس» op‏ أي نقطتين داخل أو على حدود هذا الشكل يمكن الوصل 
eee‏ بخط مستقيم دون الخروج من الشكل» WIS‏ يمكن أن يكون هناك حل أمثل لو غيرنا دالة 
المدف فقط لهذه المسألة Y JU)‏ ,0( وأصبحت Mes‏ 
Min w = 40X + 20Y‏ 


فسيكون الحل هناء کا هو موضح في الشكل (Y , VY)‏ عند النقطة A‏ 
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10 11 12 13 





الشكل رقم (Y, VY)‏ يوضح أن منطقة الحل الممكن مفتوحة في المسألة (Qf Y)‏ لكن يوجد حل أمثل عند النقطة 4 . 


(Y, £) iJe 
كانت منطقة الحلول الممكنة مفتوحة من إحدى الحهات» فإن منطقة الحلول الممكنة تأخذ‎ 15] 
الشكل المحدب.‎ 
eal يمكن أن تكون منطقة الحلول الممكنة مفتوحة من إحدى الجهات» ويكون لدينا حل‎ 


أن تكون LAT‏ غير محددة الحل» فهذا ناتج من خطا في صياغة أو دراسة المسألة» حيث هو 
$ 
حل غير واقعي. 
أن تكون المسألة غير محددة الحل ليس لما علاقة co pt‏ وإنما بدالة الهدف . 
تحدث حالة المسألة غير محددة الحل فى حالتى Max‏ و Min‏ 





o0 باستخدام الرسم البياني‎ JH 


الحالة الثالثة: المسألة غبر نمكنة :(Infeasible Solution) H‏ 
تكون مسألة البرمجة الخطية غير ase‏ الحل إذا حدث تضارب أو تعارض بين القيود [Taha,‏ 
]2007( والمثال التالي (المسألة ” (Y,‏ يوضح هذه الحالة: 
Max z = 15X + 20Y‏ 
S.T.‏ 
6X + 5Y 230‏ 
X28‏ 
3X-3Y <6‏ 
8X — 6Y > 4‏ 


AX + 2Y < 28 
X.Y-2U 


يوضح الرسم البياني (شكل رقم (n, ٠١‏ أن القيد الثاني يعارض القيد الخامس» ولذلك 
oU‏ أي ikä‏ مختارة في المنطقة الموجبة ستعارض أحد القيدين على الأقل» ولذلك لا يوجد منطقة 
حل ممكن. ولابد من التأكيد هنا أن هذه الحالة le)‏ عكس حالة الحل غير محدد) حالة واقعية. 
وتظهر في OVE‏ كثيرة. ولتبيين ذلك» نفرض أن القيد الثاني كان يمثل حالة أن الجهة الرسمية 
المخولة بإعطاء الترخيص للمنشأة تشترط أن كمية الإنتاج من المنتج X‏ يجب ألا يقل عن ^ وحدات» 
وهنا على هذه المنشأة أن تحسن من مواردهاء أو أن تخرج من هذا النشاط. 





-4 -3 2140-17 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


-4 
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الشكل رقم .)١ , Y)‏ يوضح عدم وجود منطقة حل نمكن لتعارض اتجاهات القيود. ولذلك فالمسألة غير ممكنة الحل. 
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قاعدة )0 , (Y‏ 
أن تكون المسألة غير ae‏ الحل ناتجة من تعارض القيود. 


JL‏ غير ace‏ الحل مسألة واقعية وكثيراً ما تحدث. 





ماذا يحدث لو كان لدينا قيد واحد أو أكثر على شكل معادلة؟: 
لو كان LW‏ قيد أو أكثر على شكل معادلة» فإننا سنواجه فقط بحالتين: 
.١‏ أن يكون لدينا حل أمثل: وهنا تقع منطقة الممكن على مستقيم القيد الممثل بشكل 
معادلة» أو جزء منه الذي يرضي جميع القيود الأخرى» ومن ثم يكون لدينا: 
أ. حل أمثل وحيدء أو متعدد» إذا كان لدينا قيد واحد فقط على شكل oles‏ 
ب. حل أمثل وحيد لو كان لدينا أكثر من قيد على شكل معادلة» وتكون نقطة الحل الأمثل 
هي ikä‏ تقاطع هذه القيود (المعادلات)» التي ترضى جميع القيود الأخرى. 


۲. أن تكون المسألة غير بمكنة الحل إذا: 
آ. كان لدينا أكثر من قيد على شكل معادلة» ولكنها لا تتقاطع مع بعضها. 
ب .كان هناك لدينا قيد واحد أو أكثر» وتتقاطع مع بعضهاء لكنها تتعارض مع باقي القيود. 


ا لحل باستخدام الرسم البياني ov‏ 


تمارين محلولة 
السؤال الأول: باستخدام الرسم البياني أوجد ال حل المثل إن أمكن لصيغة البرنامج الخطي التالي: 


Max Z = 8X + 5Y 
S.1. 


24+ Y>12 
3X + AY < 24 
2X + 2Y = 16 
3X —3Y € 13.5 
X, ¥ 20 


نقطة الحل الأمثل تقع عند النقطة A‏ » وعندها .X=6, Y=1.5, Z=55.5‏ 





التالية: 


Max z= 10X + SY 
Subject To: 
SX -2Y > 0 
12X -6Y € 12 
-9X + 9Y > -18 
2Y <8 
X,Y20 


المدخل إلى ie I‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ESSE A= 
ESSE eee 


OA 
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ا لحل باستخدام الرسم البياني oq‏ 


تمارين 
السؤال الأول: باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية 
التالية: 
Max z = 10X, + 5X,‏ 
S.T.‏ 
3X, +2X, <12‏ 
-3X, T 6X; > -6‏ 
A285‏ 
Aj, A22 U‏ 
السؤال الثاني: للبرنامج الخطي التاليء أوجد الحل الأمثل إن أمكن باستخدام الرسم البياني: 
Min w = 15X + 20Y‏ 
S.T.‏ 
6X + 5Y > 30‏ 
2X < 16‏ 
3X - 3¥ <6‏ 
SX —6Y > -24‏ 
XY > 0‏ 
السؤال الثالث: باستخدام الرسم البياني أوجد الحل المثل إن أمكن لصيغة البرنامح الخطي 
«cab‏ 
Max Z = 8X + 5Y‏ 
S.T.‏ 
2X - 4‏ 
6X + 4.5Y < 36‏ 
4X 8Y > 6‏ 
xX, Y>0‏ 
السؤال الرابع: باستخدام الرسم البياني أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية 
التالية: 
Max z= 10X + 20Y‏ 
S.T.‏ 
6X + 5Y <30‏ 
2X — 4Y > -8‏ 
4X — 8Y € 16‏ 
XY > 0‏ 
السؤال الخامس: باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصياغة الرياضية 
التالىة: 


Min w = 10X + 15Y 
S.T. 


4X +6Y > 12 
6X + AY > 4 
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4X - AY > -12 
2X = 10 
xX, Y > 0 


السؤال السادس: باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصياغة الرياضية 
التالية : 
Min w = 10X + 15Y‏ 
S.T.‏ 
4X- 6Y > 12‏ 
6X+ 4Y > 24‏ 
4X- 4Y >-12‏ 


2X < 10 
XY 20 


السؤال السابع: للمسألة التالية والمرسومة على يمين الصيغة الرياضية» أجب على التالى : 


Min z = 10X +20Y 
S.T. 
3X+6Y > 18 
2X 26 
6X - 6Y > 12 
-4X 4 12Y 212 
X,Y >0 
-منطقة الحل الممكن هى المنطقة:‎ | 
. شی‎ Ali | -القيود‎ Y 
: eh 85 ALI د‎ e AJI- Y 
: -الحل الأمثل هو‎ 5 
OS رک زد ج. غير‎ X= Y= Z= | 


. الأمثل هو‎ EH ol? « Max Z =10X - 20Y ŻA -لو كانت دالة‎ ۵ 


Z= X= Y= |‏ ب. غير محدد ج. غير ممكن 
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4X - AY > -12 
2X = 10 
xX, Y > 0 


السؤال السادس: باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصياغة الرياضية 
التالية: 

Min w= 10X + 15Y 
S.T. 

4X- 6Y = 12 

6X + 4Y => 24 

4X- 4Y < 2 

AX > 10 

X.YzU 


السؤال السابع: للمسألة التالية والمرسومة على يمين الصيغة الرياضية» أجب على Je‏ 


Min z = 10X +20Y 
S.T. 
3X+6Y > 18 
2X 26 
6X — 6Y = 12 
-4X + 12Y > 12 
X,Y 0 
-منطقة الحل الممكن هى المنطقة:‎ | 
۳-القيود المكررة هى:‎ 
: -الحل الأمثل هو‎ 5 
س. غير عدد ج. غير ممكن‎ X= Y= Z= | 


o‏ -لو كانت دالة Max Z =10X - 20Y Sal‏ « فإن JAI‏ الأمثل هو. 


Z= X= Y= |‏ ب. غير محدد ج. غير SE‏ 


in 


السؤال الثامن: باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن لصيغة البرنامج 
الخطى التالي: 


Max Z, - 2X + Y 


S.T. 
X+2Y <10 
2X -2Y <12 
3X—3Y <6 
X-2Y <1 
x, Y>0 


السؤال التاسع: باستخدام الرسم البياني أوجد الحل الأمثل إن أمكن (للمسألة السابقة بعد التغيير 
QR‏ 
Max 7= 2X + Y‏ 
S.T.‏ 
X+2Y >10‏ 
2X+2Y <12‏ 
3X -3Y <6‏ 


A—2Y 21 
X.Y20 


السؤال العاشر: باستخدام الرسم البياني أوجد الحل الأمثل إن أمكن (للمسألة السابقة بعد 
التغيير كما يلي): 


Max ك‎ - 2X + Y 
S.T. 


X+2Y >10 
AX -2Y >12 
3X-3Y <6 
A—2Y >I 
X,Y >0 


السؤال الحادي عشر: باستخدام الرسم البياني أوجد الحل الأمثل إن أمكن (للمسألة السابقة 
بعد التغيير كا يلي): 


Min Z - 2X + Y 
S.T. 


X+2Y >10 
2X -2Y >12 
3X -3Y 2-6 

>I‏ ل 


X, Y20 
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السؤال الثاني عشر: باستخدام الرسم البياني للصيغة التالية: 


Max z=3X4+4Y 
S.T. 
AX -2Y - 1 
4X + 2Y > 16 
xX, Y>0 


أ.ما هو الحل الأمثل إن أمكن. 
ب.إذا زاد الجانب الأيمن للقيد الأول» وأصبح ٤٠ء‏ ما هو الحل الأمثلء ولماذا؟ 
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zy) oj) 


yb‏ ,43 السمبلكسر 


Simplex Method 


إن استخدام الحل البياني (الهندسي) لحل مسائل البرمجة الخطية يتطلب وجود متغيرين ad‏ 
وعندما يكون عدد المتغيرات BW‏ يصبح ال حل GUI‏ صعباً؛ وذلك OY‏ التعامل سيكون مع مسألة 
ذات cll BG‏ وعلى هذا فإذا زاد عدد المتغيرات عن ثلاثةء فإن الحل البياني يكون غير ممكن 
التطبيق. وهنا يمكن استخدام طريقة أو خوارزمية السمبلكس بغض النظر عن عدد المتغيرات سواء 
كان عددها اثنين أو أكثر. 

بدأ استخدام طريقة السمبلكس في أواخر الأربعينيات الميلادية عن طريق جورج دانتزج 
[Taylor III, 2010] George Dantzig‏ « وتعتمد على ار الخطي باستخدام المصفوفات لحل مسائل 
البرمجة الخطية. وتقوم هذه الطريقة على إيجاد حل us dol‏ ومن ثم الانتقال إلى حل أفضل عن 
طريق الانتقال إلى أفضل نقطة ركنية مجاورة» وتستمر الانتقالات حتى نصل إلى أفضل حل إن وجد 
ويكون هو الحل الأمثل. وهذه الطريقة تئل cS slime‏ وكل جدول يمثل مرحلة من مراحل JH‏ 
وكلما زاد عدد المتغيرات OB‏ طريقة السمبلكس تظهر كفاءتها حيث تختصر الوقت؛ لأنها في كل 
مرحلة تنتقل إلى أفضل نقطة ركنية مجاورة دون الحاجة إلى الانتقال إلى جميع النقاط الركنية. 


كيف نبدأ حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام السمبلكس؟ 


تبدأ هذه الطريقة بتحويل الصيغة الرياضية ULL‏ البرجة الخطية إلى الشكل القياسي 
cikal! Standard Form‏ وذلك كالتالى ]2004 :[Winston,‏ 


10 
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-١‏ إذالم يكن الجانب الأيمن موجباً لأي ad‏ فيجب تحويله إلى موجب 
بضر ب القيد في 1-. 

؟- تحويل القيود Old‏ الاتجاه أصغر من أو يساوي (الجانب الأيسر أصغر من أو يساوي 
GU‏ الأيمن) إلى معادلة» وذلك بإضافة متغير مكمل (Slack Variable) S;‏ إلى الجانب pw VI‏ 
حيث )0 <:5) 5 (i)‏ تمثل رقم القيد. 

۳- تحويل القيود ذات الاتجاه أكر من أو يساوي إلى معادلة» وذلك بطرح متغير مكمل Si‏ 
من الجانب الأيس حيث (0 (i). (Si2‏ تمثل رقم القيد. 

٤‏ - إضافة المتغيرات المكملة إلى دالة الهدف بمعاملات تساوي صفر. 


إن الهدف من تحويل الصيغة الرياضية لمسألة البريجة الخطية إلى الشكل القياسى هو LAY‏ ما 
يمكن أن يكون حلا أوليًا «(Initial Basic Feasible Solution (IBFS)) Eu‏ وهذا JAI‏ الأول هو 
النواة الأساسية لإيجاد الحل الأمثل إن وجد. 
ET‏ أن عدد المتغبرات n‏ (متغيرات القرار والمتغيرات الكملة) أكير M‏ أو تساوي علد 
n e È e‏ 
القيود c m‏ أى أن Ke (n < m)‏ يعنى أن ste‏ الحلول الممكنة يساوى ‏ فكلا زاد ste‏ المتغيرات 
mj ^ f :‏ 
زاد عدد الحلول الممكنة لكن استخدام السمبلكس يساعد على تخفيض عدد الحلول SAM‏ بشكل 


كبير جداً (حيث يتم اختيار أفضل نقطة من بين مجموعة نقاط ركنية متجاورة)» وهذه إحدى مزايا 


aridas 


و هناك حالتان لحل مسائل de JI‏ الخطية باستخدام السمبلكس: 
الحالة الأولى: وتستخدم عندما تكون كل القيود متراجحات وذات اتجاه أصغر من أو 
يساوي والجانب الأيمن موجب أو يساوي صفر. 


مسألة CE, ١(‏ يمكن استخدام طريقة السمبلكس (تطبيق على ال حالة الأولى) لحل الصيغة 
الرياضية التالية: 
Max z= 6X, + AX,‏ 
ST‏ 
2X, + 2X, <16‏ 
X1 T 3X35 12‏ 


3A, + 3X25 18 
Xy ير‎ 2 0 


V BUE US 


لتحويل هذه الصيغة إلى الشكل القياسى: 
Y‏ -نضيف متغير مكمل 5 إلى القيد الأول» فيتحول إلى معادلة» ويصبح كالتالي: 
2X, + 2X; + 5, - 6‏ 
Y‏ -نضيف متغير مكمل So‏ إلى القيد الثاني» فيتحول إلى معادلة» ويصبح كالتالي : 
X; +3X; + S2 = 12‏ 
”"-نضيف متغير مكمل 59 إلى القيد الثالث» فيتحول إلى معادلة» ويصبح كالتالي: 
3X, + 3× + 51-218‏ 
؛ - نضيف المتغيرات المكملة 5 إلى قيد عدم السلبية فيكون كالتالي: 
Xi Xa $1, $2, $,2 0‏ 
ه-نضيف المتغيرات المكملة Si‏ بمعامللات تساوي صفر إلى دالة ddl‏ فتكون دالة الهدف 
us‏ 


Max z = 6X, +4X, + OS, + 05, + OS, 


ما هی عناصر جداول السمبلكس؟ 

۰ يتكون جدول السمبلكس من نوعين من المتغبرات» المتغيرات الأساسية (Basic Variables)‏ 
c‏ والمتغيرات غير الأساسية .(Nonbasic Variables)‏ تأخذ المتغيرات الأساسية Wles‏ فيمته G Y‏ في 
أحد القيود وصفرًا في باقي القيود بحيث يكون هناك متغيرًا أساسيًا واحد لكل AS‏ وقيمة هذا 
المتغير الأساسى تساوي الجانب الأيمن عندما يكون معامله في ذلك القيد يساوي AHN)‏ ويكون 
أساسياً في ذلك القيد. وتمثل المتغيرات الأساسية مصفوفة الوحدة في جدول السمبلكس» وهي 
مصفوفة مربعة (mxm)‏ حيث m‏ تساوي عدد القيود. Ul‏ المتغيرات غير الأساسية OB‏ قيمتها تساوى 
الصفر وتمثل بمصفوفة (mxn-m)‏ 

ويتكون جدول السمبلكس (من اليسار إل اليمين) من عمود يمثل المتغيرات الأساسية 

(BV)‏ وعمود يمثل معاملات هذه المتغيرات الأساسية في دالة المدف (BC)‏ وعمود لكل متغير 
وعمود يمثل قيم الجانب الأيمن (RHS)‏ وأخيراً عمود يمثل النسبة (Ratio)‏ وللتطبيق مباشرة 
للمسالة السابقة بعد تحويلها إلى الشكل القياسى» نبدأ بملء الجدول الأول للسمبلكس (جدول -é‏ 
)١‏ ببيانات الشكل القياسى السابق QUIS‏ " ملاحظة أن الصف أعلى الجدول يمثل معاملات 
المتخبرات في دالة المدف: 


1A‏ المدخل إلى ie JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


جدول رقم (E, Y)‏ يوضح معاملات المتغيرات في الجدول الأول للسمبلكس بعد تحويله إلى الشكل القياسي. 





بعد ملء الجدول رقم ١(‏ , 5) ببيانات الشكل القياسى JUL‏ البرمجة الخطية السابقة» نلاحظ 
أن المتغيرات الأساسية هي (Si, 5:, S3)‏ وهي التى تكون مصفوفة الوحدة والمتغيرات غير الأساسية 
هى (Xi, X2)‏ ونلاحظ كذلك أن عدد المتغيرات الأساسية يساوي عدد القيود. نقوم OV‏ بإضافة 
صفين إضافيين للجدول يمثل الأول (و الذي يرمز له بالرمز (Zi)‏ القيمة المستهلكة من منفعة هذا 
المتغير في هذه المرحلة من الحل. فإذا كان هذا المتغير أساسياً فإنه يكون قد استهلك منفعته بالكامل. 
ولحذا يأخذ نفس قيمة معامله في دالة الهدف» أما إذا كان هذا المتغير غير أساسى فإن الكمية المستهلكة 
من منفعته تكون بمقدار دعمه لدالة المدف والناتجة من تضحيته ببعض sl‏ > لصالح المتغيرات 
ssl di‏ 

والصف SV‏ ويرمز له بالرمز ((2-[©)» حيث © تمثل قيمة معامل المتغير G)‏ في دالة المحدف. 
وتمثل (Cj-Zj)‏ المنفعة المفقودة لهذا المتغير. فإذا كان المتغير أساسياً فإن المنفعة المفقودة تساوى صفرا 
Gl‏ وذلك OY‏ منفعته تكون قد استهلكت بالكامل. أما إذا كان المتغير غير أسامى فلديئا ثلاث 
حالات في الصف 23 )١ o6]‏ أن يكون لدينا منفعة مفقودة يمكن الاستفادة mm‏ امحل 
(قيمة موجبة 3( حالة Max‏ ; وسالبة في حالة (Min‏ وبالتالي يكون هذا المتغير مؤهل للتحول إلى متغير 
(Y « gal‏ أن 955 0 مشعبه الفقردة فساو صقرا حيث إن متفعفه قد أستبلكت بالكامل Js y‏ 
تحويله إلى متغير أسامي لن يفيد أو يحسن في قيمة دالة الهدف (مع إمكانية (Cau uz‏ ۳) أن Syed‏ 
المنفعة المفقودة إلى ضرر غير مستخدم (قيمة سالبة في حالة Max‏ وموجبة في حالة (Min‏ نتيجة OV‏ 
هذا المتغير سيشارك متغيراً أساسياً آخر في نفس الموارد» وهمذا فإن تحويل هذا المتغير إلى متغير أسامى 
سيضر قيمة دالة الهدف. 

و لحساب قيم الصف Zj‏ نضرب قيم BC‏ بمعامل المتغير ز في كل صف ثم نجمع نتيجة 
عملية الضرب في كل الصفوف لنحصل على قيمة 7 للمتغير ز. كمثال على ذلك في الحدول Y)‏ ,£( 
لنأخذ قيمة 7 للعمود الأول والناتجة من العملية التالية' 


xı) = [0x 2) + (O x 1) + (0x 3([ > 0 


طريقة السمبلكس 14 





حيث إن معاملات المتغيرات الأساسية في دالة الهدف تمثل متجه صفى «(1xm)‏ ومعاملاات 
المتغير في القيد يمثل متجه عمودى (mx1)‏ وعند ضرب المصفوفتين نحصل على قيمة Z‏ للمتغير. 


جدول رقم CE, Y)‏ يوضح بيانات صف (Zi)‏ وصف (Cj-Zj)‏ في الجدول الأول للسمبلكس. 











لاحظ أن الخلية المحاطة بمربع» وتمثل تقاطع عمود الجانب الأيمن وصف Zj‏ تمثل قيمة دالة 


الهدف والتي يتم حسابها بضرب قيم BC‏ بقيم الجانب الأيمن في كل صف» ثم نجمع نتيجة عملية 
الضرب في كل الصفوف لنحصل على قيمة 2 أو دالة ddl‏ للمرحلة ككل. كمثال على ذلك تم 
حساب قيمة دالة المدف للجدول C£ , Y)‏ كالتالى: 
Z = [(0 x 16) + (0 x 12) + (0 x 18)] 20‏ 

في هذا الجدول (جدول رقم Y)‏ ,£( نجد أن قيم (Cj-Zj)‏ للمتغيرات الأساسية تساوي 
Lie‏ حيث إن المنفعة هذا المتغير قد استهلكت بالكامل بمجرد تحوله إلى متغير أساسى. أما بالنسبة 
للمتغيرات غير الأساسية فإن قيم (Cj-Zj)‏ أكبر من الصفر (وهي إحدى الحالات الممكنة الحدوث)؛ 
وذلك OV‏ المنفعة لم تستهلك بالكامل. لتوضيح U3‏ نلاحظ أن قيمة (Cj-Zj)‏ للمتغير 5 تساوي 
الصفر؛ وذلك لأنه متغير أسامى فى هذه المرحلة؛ وهذا فقد استنفذ منفعته» أما بالنسبة للمتغير X,‏ 
فإنه متغير غير آسامی؛ ay‏ ينه إنتاج أي شيء في هذه المرحلة حيث إن متغيرات القرار X23 X,‏ 
متغيرات غير أساسية: OU‏ قيمة Zo‏ تساوي الصفر» وقيمة (Ci -Z ioo)‏ تساوي V‏ والناتجة من طرح 
ربمن معامل X,‏ فى دالة „cabl‏ 


v.‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


هل هناك فرصة لتحسين الحل؟ 

في المرحلة السابقة كانت شيم dls‏ الهدف تساوى الصفرء وقيمة متغيرات القرار X,‏ ويا 
تساويان الصفر حيث ee]‏ متغيران غير أساسيين وقيمة المتغيرات المكملة S23 S,‏ ود5 هى VV‏ و١١‏ 
و۱۸ على التوالي إذ أن هذه المتغيرات متغيرات أساسية. وهذا الحل في المرحلة السابقة هو حل 
مكن؛ لأنه يمثل إحدى النقاط الركنية في منطقة الحلول الممكنة «(Feasible Region)‏ ويجب البحث 
عن نقطة ركنية أفضل إن أمكن» ويتم ذلك بالبحث عن متغير غير أساسي يمكن تحويله لمتغير 
أساسبى. ويُسمى المتغير الداخل Entering Variable‏ بشرط أن تكون منفعته المفقودة (Cj-Zj)‏ أكبر 
قيمة موجبة؛ OY)‏ دالة الهدف (Max‏ حتى تكون قيمة التحسن ف دالة الهدف أكر ما يمكن نتيجة 
لهذا التحويل. وحيث إن عدد المتغيرات الأساسية يجب أن يساوي عدد القيود فيجب تحويل أحد 
المتغيرات الأساسية إلى متغير غير أساسى» ويسمى المتغير الخارج Exiting Variable‏ ليحل عله المتغير 
الداخل. ]2010 [Taylor III,‏ و[1991 [Gould et al,‏ و ]2004 .[Winston,‏ 


قاعدة Y)‏ ,£( 
d‏ حالة Max‏ المتغير الداخل هو المتغير غير الأساسى الذي تكون قيمة (Cj-Zj)‏ له أكبر قيمة 


في حالة ell Min‏ الداخل هو المتغير غير الأساسى الذي تكون قيمة (Cj-Zj)‏ له أصغر 
فيمة سالبة 





من الجدول رقم (E, Y)‏ نلاحظ أن أكبر قيمة موجبة لقيم (Cj-Zj)‏ للمتغيرات غير الأساسية 
هي للمتغير X‏ ولهذا فإن هذا المتغير هو المتغير الداخل (المنتقل من حالة أن يكون متغيراً غير أسامي 
إلى متغير أساسي). 

و لتحديد المتغير الخارج فإننا نأخذ أصغر نسبة والناتجة من قسمة الجانب الأيمن في كل 
صف (قيد) على معامل المتغير الداخل لنفس a‏ وهنا نجد أن أصغر نسبة هى للصف الثالث. 
ولذلك فالمتغير الخارج هو Ss‏ ولتعليل اختيار أصغر نسبة لتحديد المتغير الخارج يمكن WS‏ العودة 
مرة أخرى إلى co gl‏ ونحدد أكبر قيمة يمكن أن يأخذها pall‏ الداخل X,‏ بحيث AS‏ قيمة دالة 
Gul‏ بأقصى قدر ممكن؛ Max ULL OY‏ من القيد الأول: 


AX, + 2X5 +5; — 16 


طريقة السمبلكس d‏ 


لو تركز الإنتاح كله على ,× مع بقاء (0 = OB (X;‏ قيمة 8 = Ul «X,‏ بالنسبة للقيد الثاني: 
X,+3X%5,+8,= 2‏ 

فلو تركز الإنتاج كله على Xi‏ مع بقاء (0 = OB (Xo‏ قيمة 12 = ,× » Lol‏ بالنسبة للقيد الثالث: 
3X + 3A + 54218‏ 


فلو تركز الإنتاج كله على ,× مع بقاء (0 = (X;‏ فإن قيمة 6 = Xi‏ 


هنا نجد أنفسنا أمام ثلاثة خيارات لقيم X,‏ فلو اخترنا (8 = (X,‏ » فإن هذه القيمة بعد 
تعويضها في القيود لن تخالف القيد الأول» ولن تخالف القيد الثاني» ولكن في القيد الثالث فإن قيمة 
الجانب الأيمن سيصبح أكبر من ENA‏ يعني WE‏ القيد الثالث مع الأخذ في الاعتبار أن قيمة 
المتغير المكمل 0 < .S;‏ ولو اخترنا (X212)‏ فإن هذه القيمة بعد التعويض ستخالف القيد الأول 
والثالث. وأخيراً لو اخترنا (X176)‏ وعوضناها في القيود الثلاثة Op‏ هذه القيمة لن تخالف أي قيد. 
هنا نلاحظ أن اختيارنا تركز على أصغر قيمة لقيم X‏ والناتج من قسمة الجانب الأيمن على معامل 
ox‏ مما يعني أننا lo‏ نختار أصغر نسبة. 

لكن يجب ملاحظة أنه إذا كان معامل المتغير الداخل سالباً أو Ob due‏ النسبة في 
السمبلكس تكون غير «Unacceptable i gia‏ (ويرمز ها بالرمز Oly (CUNA‏ كانت اما مقبولة: 
لاذا؟ (التعليل سيظهر عندما نتحدث عن الحل غير المحدد). 


قاعدة Y)‏ , 5 ): 
إذا كان معاملات المتغير الداخل سالبة أو صفراء فإن السب تكون غير مقبولة في طريقة 





[Winston, 2004] . السمبلكس‎ 


VY‏ المدخل إلى de JE‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


جدول رقم (E, Y)‏ يوضح عنصر الارتكاز . 


Xx 
2 
1 
3 
0 
6 





A 
يلاحظ أن عنصر الارتكاز (تقاطع عمود المتغير الداخل وصف‎ CE Y) هنا في الجدول رقم‎ 
في الصف الثالث» وهو القيمة (3+) ولجعل × متغيراً أساسياً فلابد أن‎ X, المتغير الخارج) هو معامل‎ 


0 
تكون معاملاتها عناصر في مصفوفة الوحدة» وتأخذ الترتيب التالى في هذه المصفوفة | 0 |« وهو 
1 


نفس ترتيب عناصر المتغير Ss‏ وسيحل المتغير ,× محل المنغير Sy‏ وتصبح المتغيرات الأساسية هي (Si, So‏ 
OX)‏ وهي التي OSS‏ مصفوفة الوحدة والمتغيرات غير الأساسية هي (Ks, S3)‏ ولعمل هذا الإحلال 
لابد أن يكون معامل المتغير ,× يساوي Y‏ في الصف الثالث؛ لأنه أصبح أساسياً فيه» وصفراً في BL‏ 
الصفوف» وذلك باستخدام أي طريقة رياضية» ومنها طريقة ilas‏ الصفوف „Row Operations‏ 


كيف تعمل عملية الصفوف: 

تتم عملية الصفوف بالشكل التالي: لو قسمنا عناصر الصف الثالث على )3( وهو gem‏ 
الارتكاز الذي يمثل تقاطع عمود المتغير الداخل مع صف المتغير الخارج لتكون لنا الصف الثالث 
cual‏ كما يظهر في االجدول رقم :)٤, E)‏ 


جدول رقم UE. E)‏ يوصح الصف الثالث الحديد في الحدول الثاني والدى يتضمن عنصر الارتكاز. 
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ولأن معامل ,× في الصف الأول۲» فنقوم بضرب عناصر الصف الثالث الجديد في (2-). 
وإضافته إلى عناصر الصف الأول القديم لنحصل على الصف الأول الجديد الذي يكون فيه معامل 


X,‏ يساوي ie‏ | كالتالي: 
BV x: X; 3 S; S RHS‏ 
16 0 0 | 2 2 الصف الأول القديم (جدول Y‏ , £( 
(eek‏ 
42 273 0 0 2 2 صف عنصر الارتكاز الجديد مضروباً في T-‏ 
4 2/3- 0 | 0 0 الصف الأول الحديد Jass‏ )0,£( 


ولأن معامل × في الصف الثاني ١‏ فسنقوم بنفس الطريقة بضرب عناصر الصف الثالث 
الجديد في (1-)» وإضافته إلى عناصر الصف الثاني القديم لنحصل على الصف الثاني JA!‏ وفيه 
معامل × يساوي صفراً. وبحساب قيم Zj‏ و[2-© نحصل على الجدول الجديد (5 , 5) الذي يمثل 
المرحلة الثانية. كا يجب ملاحظة أنه يمكن اختصاراً للوقت إسقاط معاملات المتغيرات الأساسية 
الأخرى ,5 IS Sry‏ هي في جدول رقم (EY)‏ بدون أي تغيير حيث إنها لن تتأثر هذه العملية: 
ÇU‏ 


جدول رقم )0 , 5). يوضح الحدول الثاني كاملاً بعد تطبيق عملية الصفوف. 





نلاحظ هنا في الجدول 5-5 أن قيمة ila‏ الهمدف Z‏ زادت وأصبحت CY‏ مما يؤكد تحسن 
EH‏ بتحول Xi‏ إلى متغير أساسى» ويلاحظ كذلك أن قيم CjZj‏ للمتغيرات غير الأساسية Q3‏ 
سالبة» Ue‏ يدل على Ul‏ وصلنا إلى الخل الأمثل cto gl‏ وهو ,52-6 ,24 Z-236,X,26,X;20,$,‏ 


KT = Í) 


v£‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ونتيجة ON‏ المتغير المكمل 0 = S.‏ فإن القيد الثالث هو القيد النشط ACTIVE‏ 
CONSTRAINT‏ والذي تقع عليه نقطة الحل الأمثل. 


قاعدة Y)‏ ,£( 
T‏ حالة (Min) Max‏ 
إذا كانت قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية سالبة Gum ye)‏ فالحل الحالي هو JAI‏ 
"Jo‏ وهو حل وححيك Unique Optimal Solution‏ . 


إذا كانت قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية سالبة (موجبة) وأحدها على الأقل deo‏ 
فال حل الحالى هو الحل الأمثل» ولكن ليس الحل الوحيد (هناك حل آخر لا تتغبر فيه قيمة دالة الهمدف» 
ولكن PRS‏ قيم المتغيرات) Alternative (Multiple) Optimal Solution‏ . 


قيم [2-© للمتغيرات الأساسية تساوي الصفر دائاً. 





لقد LSE‏ من حل هذه المسألة والحصول على الحل الأمثل بعمل جدولين فقط كالتالى: 


جدول رقم (4,5). يوضح الجدول الأول للمسآلة السابقة. 


ü () 0 
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الحالة الثانية: تستخدم عندما تحتوي الصيغة الرياضية على متراجحة واحدة على الأقل ذات 
اتجاه أكبر من» أو يساوي والجانب الأيمن موجبء. أو معادلة واحدة على الأقل» وهناك طريقتان 
لحل عذا النوع من المسائل وهما طريقة M‏ الكبيرة Big M Method‏ وطريقة المرحلتين Two-Phase‏ 
Method‏ سن ركز هنا على طريقة M‏ الكبيرة. ]1990 .[Winston, 2004]  [Bazaraa et al,‏ 


M AX‏ الكبرة: 

في هذه الحالة لا نكتفي بطرح متغير مكمل من قيد المتراجحة ذات الاتجاه أكبر منء أو 
يساوي لتحويله إلى معادلة عند كتابة الشكل القياسي للصيغة الرياضيةء بل نضيف ما يسمى ALL‏ 
الاصطناعي sArtificial Variable‏ وذلك tn OY‏ المتغر الككمل ستكون إشارته سالبة» ولذلك لا 
يصلح أن يكون عنصراً من عناصر مصفوفة الوحدة» ولذلك فسنحتاج إلى متغير آخر» وهو المتغير 
الاصطناعي ومعامله موجب Y‏ لنتمكن من الحصول على هذه المصفوفة» ويكون هذا المتغير متغيرا 
أساسياً في الحل الأولي للمسألة. لكن oY‏ هذا المتغير الاصطناعي ليس له مكان حقيقي في المسألة. 
وإنها وجد لإيجاد حل أولي يمكن من خلاله الوصول إلى الحل النهائي» فإننا Ol LY‏ نحرص على 
التخلص منه في آثناء مراحل الحل. ولتحقيق ذلك فإننا في حالة Min‏ نجعل المتغير الاصطناعي أحد 
pole‏ دالة المدف» وبمعامل AS‏ جداً وموجب؛ وذلك للضغط عل المسألة لمحاولة التخلص من 
المتغير الاصطناعي بأسرع ما يمكن» حيث إن well‏ الاصطناعي سيكون متغيراً أساسياً وقيمته 
موجبة» ولذلك عند ضربه بهذا الرقم الكبير جدا والموجب فإن قيمة دالة الهدف ستكون كبيرة جداء 
ما يعارض مبداً التخفيض Jue,‏ سيكون من أولويات المسألة التخلص من هذا المتغير 
الاصطناعي؛ OM‏ في التخلص منه نحصل على أكبر تخفيض. وهذا الرقم الكبير (معامل المتغير 
الاصطناعى) يرمز له بالرمز M‏ ويكون موجباً إذا كانت المسألة Min‏ « وسالياً ]15 كانت المسألة «Max‏ 

ومن هنا جات ال GET das pb)‏ 


قاعدة )£ ,£( 
إذا كانت المسألة Minimization‏ فإن معامل المتغير الاصطناعى في دالة الهدف تساوي +M‏ 





ادا Maximization SLU cuts‏ فإن معامل المتغير اللاصطناعى ila d‏ ادف تساوي -M‏ 


أما إذا كان القيد على شكل معادلة؛ فإننا لا نحتاج إلى متغير مكمل» ولكن سنحتاج إلى 
متغير اصطناعى ليكون هو المتغير الأسامى في هذا القيد إلا إذا وإذا فقط كان في هذا القيد والذي 


v1‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


هو على شكل معادلة متغير قرار لا يوجد إلا في هذا القيد وكان معامله موجباً والجانب الأيمن للقيد 
Le ys‏ أو معامله سالبا والجانب الأيمن للقيد Whe‏ عندئذ يكون هذا المتغير أساسياً بعد تحويل 
معامله إلى موجب إن لم يكن كذلك» وقسمة طرفي القيد على معامل هذا المتغير إن لم يكن معامله 
يساوي ١‏ . 


قاعدة )0 , 5 ): (حالة خاصة) 
إذا كان القيد معادلة فإننا لا نحتاج إلى متغير اصطناعي إذا كان في هذا القيد متغير قرار غير 


موجود في القيود الأخرى وإشارة معامله نفس إشارة الجانب الأيمن. كا يمكن استخدام المتغير 
الاصطناعى في هذه DL‏ ولكن قد تزيد مراحل الحل. 





مسألة CE , Y)‏ على طريقة السمبلكس باستخدام 36 الكبيرة: 


Jel‏ مسألة Minimization‏ التالية: 


aa w = 6X, + X; + 3X3 -2X4 
ml i 


X1 + A3 < 42 
2X, + 3N — A3- X410 
X, + 2X. + ولا‎ 30 


Aj, A2, Xa, 4470 


لتحويل هذه الصيغة إلى الشكل القياسى للصيغة الرياضية للبرمجة الخطية: 
١)نضيف‏ متغير مكمل ,8 إلى القيد الأول فيتحول إلى معادلة ويصبح كالتالي: 
Xo + 5, - 2‏ + را 

١)نطرح‏ متغير مكمل د8 من القيد الثاني» فيتحول إلى معادلة ونضيف متغيرًا اصطناعيًا A»‏ 

إلى القيد الثاني» ويصبح كالتالي: 
0 = مھ + ہک د رر — 3X5 — X,‏ + ,24 
")نضيف متغيرًا اصطناعيًا As‏ إلى القيد الثالث فيصبح كالتالي: 
MX, + 2X4 X4 + A42 30‏ 

؛)نضيف المتغيرات المكملة ;5 ol nelly‏ الاصطناعية A;‏ إلى 13 عدم السلبية فيكون 

EIS 


p? 


طريقة السميلكس Vv‏ 
Xp X2, X3, A4 Sy, So, Ao, A; = 0‏ 
©)نضيف المتغيرات المكملة ,8 بمعاملات Gols‏ صفر إلى دالة الهدف والمتغيرات 
الاصطناعية A;‏ بمعاملات تساوي +M‏ (حيث M‏ رقم كبير جدأ)ء فتكون دالة الهدف كالتالي: 
Min w = 6X, + X» + 3X4 2X4 + OS, + OS. + MA; + MA,‏ 
ويكون الجدول الأول UIS‏ (جدول رقم A)‏ , 5): 


rn eee da 





نلاحظ في هذا الجدول رقم (EA)‏ أن قيمة دالة المدف 40M‏ ما يعني أن هذا JH‏ غير 
مقبول وهو خارج منطقة الحلول الممكنة لوجود متغيرات اصطناعية كمتغيرات أساسية» ولهذا لابد 
من التخلص منها على أمل أن يتجه الحل باتجاه منطقة الحلول الممكنة» ولن يتحقق ذلك إلا 
بالتخلص من المتغيرات الاصطناعية. lo.‏ أن قيمة Cj-Zj‏ للمتغير Xo‏ هى أصغر dad‏ سالبة» OB‏ 
امتغير الداخل هو Xp‏ والمتغير الخارج هو ON ty‏ أقل نسبة موجودة في القيد الثاني» ولذلك يمكن 
لنا الانتقال إلى الجدول التالي بعد التخلص من المتغير الاصطناعى Ar‏ الذي لن يعود مطلقاًء كما 
يمكن أن نتوقع انخفاضاً كبيراً في قيمة دالة الهدف. ۰ 


قاعدة (5 , 5): 
جميع المتغيرات يمكن طا الخروج والدخول في جميع مراحل الحل إلا المتغير الاصطناعي. 


[Bazaraa et al, وبالتاليى يمكن حذفه من الحدول التالي. انظر‎ TENET إذا خرج فلن‎ ob 
.[Render et al., 2003] a [Winston, 2004] و‎ 1990] 





VA‏ المدخل إلى de JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


يلاحظ أن عنصر الارتكاز هو معامل Xo‏ في الصف الثاني وهو القيمة )43( ولجعل X;‏ متغيراً 

أساسياً فلابد أن تكون معاملاتها عناصر في مصفوفة الوحدة وتأخذ الترتيب التالى في هذه المصفوفة 
0 

| 1 |. ولعمل ذلك فلابد من قسمة معامل Xp‏ في الصف الثاني على )3+( لنحصل على القيمة )1+( 
NN‏ الثاني كاملا على (3+). كما يظهر في الجدول رقم A)‏ , 5). كما يجب أن 
يكون معامل X»‏ في الصف الأول والثالث صفراء ولعمل ذلك نضرب الصف الثاني بعد قسمته على 
(3+) في (1-)؛ OY)‏ معامل دكا في الصف الأول + ١‏ كا في الجدول رقم (E, A)‏ وجمعه مع الصف 
الأول في الجدول ۸-٤‏ لنحصل على الصف الأول في الحدول (4 , 5). أما بالنسبة للصف الثالث 
فيبقى |S‏ هو؛ OM‏ معامل دكا في هذا الصف صفرء كما في الجدول رقم .)٤,۸(‏ 


جدول رقم (5 , 4). يوضح الحدول الثاني للمسألة (۲ , .)٤‏ 





يلاحظ في الجدول رقم ( , )٤‏ الانخفاض الكبير أيضاً في قيمة دالة الهدف من (40M)‏ إلى 
(30M+10/3)‏ وهذا يعزى إلى خروج د4. با أن قيمة Cj-Zj‏ للمتغير Xs‏ هي أصغر قيمة سالبة» OB‏ 
المتغير الداخل هو (Xs‏ والمتغير الخارج هو ON € As‏ أقل نسبة موجودة في القيد الثالث» IIb y‏ يمكن 
لنا الآن الانتقال إلى الجدول رقم CE, ٠١(‏ بعد التخلص من المتغير الاصطناعي As‏ الذي لن يعود 
مطلقاً. ىا يمكن أن نتوقع انخفاضاً GLAS‏ قيمة دالة الهدف كا في الجدول رقم )5 .)٤,‏ يلاحظ 
أن عنصر الارتكاز هو معامل دكا في الصف الثالث» وهو القيمة (2+) التى يجب قسمتها على )2+( 
لنحصل على القيمة e(l)‏ وهنا يجب قسمة الصف الثالث كاملا على (2+). كا يجب أن يكون معامل 
Xs‏ في الصف الأول والثاني صفراً. ولعمل ذلك نضرب عناصر الصف الثالث بعد قسمته على )2+( 
في (1/3-)؛ OY)‏ معامل ا في الصف الأول 3+ للجدول رقم (E, A)‏ وجمعه مع عناصر الصف 
الأول في الجدول رقم A)‏ , 5) لنحصل على الصف الأول في الجدول رقم ID‏ كما نضرب 


طريقة السمبلكس ya‏ 
عناصر الصف الثالث بعد على )2+( t‏ )1/3+(« وجمعه مع عناصر الصف الثاني E‏ الحدول 
رقم (4 CE,‏ لنحصل على الصف الثاني في الجدول رقم ٠١(‏ , 5). 


ce ا‎ (E, Ae) جدول رقم‎ 


lee e r mmm 





1 E. 
pot 


يالاحظ في الجدول رقم Y)‏ ,£( الانخفاض الكبير في قيمة دالة الهدف من (30M+10/3)‏ 
إلى )160/3( وهذا ope‏ إلى خروج As‏ كما حدث في الجدول رقم (E, A)‏ نلاحظ هنا Wil‏ دخلنا 
منطقة الحلول الممكنة» وهو أول دخول UJ‏ بعد أن تخلصنا من المتغيرات الإصطناعية. lo‏ أن قيمة Cj-‏ 
Zj‏ للمتغير »× هى أصغر قيمة سالبة فإن المتغير الداخل هو »× والمتغير الخارج هو Xs‏ ؛ لأن أقل 
نسبة موجودة في القيد الثالث» ولذلك يمكن لنا الآن الانتقال إلى الجدول رقم C, Y)‏ بعد إخراج 
Xa‏ كما يمكن أن نتوقع تحسناً في قيمة دالة الهدف. يلاحظ أن عنصر الارتكاز هو معامل Xa‏ في 
الصف الثالث» وهو القيمة (1/2+) التي يجب ضربها في (2+) لنحصل على القيمة (1+)» ولذلك يجب 
ضرب الصف الثالث كاملاً في (2+). كما يجب أن يكون معامل 4× في الصف الأول والثاني صفراء 


جدول رقم CE, VN)‏ الحل الأمثل للمسألة رقم (؟ , 4). 





ولعمل ذلك نضرب جميع عناصر | لصف الثالث بعد ضربها في (2+) في (1/6-) » وجمعها مع عناصر 
الصف الأول في الجدول رقم (١٠,5)؛‏ وذلك للحصول على الصف الأول في الجدول رقم 


Ae‏ المدخل إلى is Jl‏ اخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


(£,YY)‏ كما نضرب pole‏ الصف الثالث بعد ضربها في )92( في )1/6( وجمعها مع عناصر الصف 
GUI‏ في الجدول رقم (E, ٠١(‏ لنحصل على الصف الثاني في الجدول رقم (EVV)‏ 

من الجدول رقم CE, V‏ نجد أن قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية كلها موجبةء U‏ 
يعني أننا وصلنا إلى الحل الأمثل وهو حل وحيد. الحل الأمثل هو ,40/3 = يك ,20 Z = -140/3, X,‏ 


Aa = 0, X42 30 


متى 4S5‏ المسألة غير 334 الحل f Unbounded‏ 

تكون DLL‏ غير محددة الحل إذا كان هناك متغير داخل وكانت جميع معاملات هذا المتغير 
الداخل في المرحلة التي يمكن له الدخول فيها أصغر من أو تساوي صفرأء أو يمكن التعبير عنها بأن 
المسألة تكون غير محددة الحل إذا كانت النسب كلها غير مقبولة. كمثال على ذلك لنفرض أن لدينا 
الجدول VY) iE‏ ,£( في حالة Max‏ 


ui laria cda .)٤, ۱۲( جدول رقم‎ 








نجد في هذه المسألة أن JH‏ يمكن تحسينه عند إدخال المتغير OG‏ ولكن لا يمكن أن نخرج 
أي متغير أسامى لنفسح المجال للمتغير الداخل Xa‏ ولتعليل ذلك نجد أنه إذا أردنا زيادة قيمة 
المتغير Xa‏ ليصبح قيمة موجبة (بسبب شرط عدم السلبية)» فإن المتغيرات الأساسية الحالية (X1,S2)‏ 
ستتغير كالتالي: 
X,-1/3X;-10 =====% X; =10 + 1/3X,‏ 
مما يعني أنه US‏ زاد X‏ فإن X,‏ تزداد كذلك Yay‏ من أن تتجه إلى الصفرء ولو نظرنا إلى 
المعادلة التالية لوجدنا نفس العلاقة تحدث» ولكن مع المتغير الأساسى الآخر د8 والنتيجة هي 


$;—3X,21]2 222-22 §,=12+3X, 


طريقة السمبلكس A!‏ 


من هنا نلاحظ أنه كلا زادت ر فإن المتغيرات الأساسية الأخرى ستتزايد: ولن تتجه إلى 
الصفرء وهذا سيؤدي إلى تزايد دالة الهدف إلى مالا نهاية. 

Ul‏ إذا كات معامل X;‏ صفرا فإنه بقسمة GUL‏ الآيمن عل صفر نحصل عل قيمة غير 
معرفة وهذا يعني أن قيمة المتغير الداخل ستؤول إلى ما لانهاية في السمبلكس» وهنا أيضاً فإن قيمة 
دالة الهدف تتزايد إلى مالا نهاية والحل غير محدد أيضاً. 


قاعدة (£,V)‏ 
يكون الحل غير dt‏ ]13 كانت معاملات ار الداخل سال أو صفراء أو بمعنى آخر إذا 





كانت جميع النسب غير مقبولة Winston, 2004] (UNA)‏ [ 


متى تكون AL AI‏ غير ممكنة الحل Infeasible‏ * 

تكون المسألة غير تمكنة الحل إذا ل نستطع التخلص من المتغيرات الاصطناعية بمعنى أنه إذا 
كنا لا نستطيع إدخال أي متغير غير أساسي؛ OY‏ قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية كلها سالبة في 
حالة Max‏ أو كلها موجبة في حالة «Min‏ وكان لا يزال لدينا متغير اصطناعي واحد (على (EY‏ 
كمتغير آساسي» ولم نستطع التخلص منه فإن المسألة تكون غير تمكنة الحل. كمثال على ذلك لنفرض 
أن لدينا الجدول التالي رقم VY)‏ , 5) في :Max J‏ 


جدول رقم (EIN)‏ يوضح دخول متغير وخروج آخر في مرحلة من مراحل السمبلكس. 
























































وبا أن قيمة Cj-Zj‏ للمتغير غير الأساسى Xo‏ هى ASÍ‏ قيمة موجبةء X2 OB‏ سوف تدخل 
وستخرج ,5؛ وذلك بسبب النسبة الأقل وسنحصل على الجدول التالي رقم (5 ١‏ , 5): 


AY‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


جدول رقم "PM ١5(‏ يوضح عدم وجود متغير داخل في حين وجود متغير اصطناعي كمتغير آساسي. 
































A pé d‏ وو 
على أن قيمة دالة المدف Y‏ يمكن أن 3 تتحسن أكثر من ذلك» ولكن مازال هناك متغير اصطناعي Ad‏ 4 
يخرج» وهذا فإن DLL‏ غير تمكنة الحل. 


قاعدة A)‏ , 5): 
تكون المسألة غير Ese‏ الحل إذا كانت قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية موجبة في حالة 


e Min‏ أو سالبة فى حالة Y) Max‏ يوجد متغير داخل)» وكان واحد على الأقل من المتغيرات 
الأساسة متغير | [Winston, 2004] (n‏ و[2003 [Render et al.,‏ . 





هل قيد عدم السلبية لازمٌ لحل مسائل البرمجة الخطية؟ 
إن قيد عدم السلبية لازمٌ لحل مسائل البرمجة الخطية» ولكن قد تكون المسألة تحتوي على 
متغيرات تعارض هذا القيد» وذلك UIS‏ 


\ أن يكون المتغير أصغر من أو يساوي 7 ======< (X] <Q)‏ 
ol. Y‏ يكون pall‏ غير محدد الإشارة (Xj : urs) <====== unrestricted in sign‏ 


ولحل مسائل ie JI‏ الخطية التى تحتوي على متغيرات تعارض قيد عدم السلبية فلابد من 
حل هذه التعارضء Vl‏ وقبل البدء بالحل ]1999 «Walker,‏ ولعمل ذلك لنأخذ المسألة التالية 
IDE Y)‏ 
Min w = X, + 12X; - 2X4‏ 
S.T.‏ 
mal Peat SABES IN‏ 


2X] — X- + 11X, 2> -2 
X; =O, Xo: urs, X3 > Û 


و لحل هذه المسألة باستخدام السمبلكس يجب عمل التال: 


طريقة السميلكس AY‏ 


.)-1( -نحول الجانب الأيمن للقيد الثاني إلى موجب بضرب المتراجحة في‎ Y 

۲-نفرض «(X = -X.) ol‏ فإن (-X4x0)‏ لکن (X420)‏ وهنا سنستخدم Yu X,‏ من Xi‏ لحل 
المسألة» ثم بعد حل المسألة نعود» ونعوض بقيمة ,× وذلك بضرب قيمة × في سالب ١‏ . 

۳-نفرض أن (X; = Xs- Xo)‏ ونفرض أن X20)‏ ,20( ثم بعد حل المسألة نعوض في X;‏ 
ob‏ كانت (X,5 X9)‏ فان X;‏ موجبة وإن كانت (75>3) X; O‏ سالبة» وإن كانتا متساويتين Ol‏ 


(X570) 
الصيغة الرياضية كالتال:‎ LES يمكن إعادة‎ OVI 


Min w = کک‎ + 12X; — 12X - 2X4 
S.T. 
54 دم‎ TED 
DE P X ea 


A470, X520, X620, X320 


و هنا يمكن حل TL‏ بشكل اعتيادي كما عملنا في السابق لكن يجب عدم نسيان إعادة 
التعويض ف المتغيرات الأصلية» أي أن (X, - X4‏ وأن (Xz = Xs-X9‏ 


ما هى حالة التحلل؟ 
حالة التحلل Degeneracy‏ نحدث عندما يكون عدد المتغيرات الأساسية الموجبة أقل من عدد 
القيود ]1998 c[Rardin,‏ ويمكن إظهار هذا في المسألة التالية )£ , C£‏ 
Max z = SX, + 5X,‏ 
S.T.‏ 
3X, + 3 = 15‏ 
AX, 6X; > 24‏ 


Xo <4 
KK =0 


و عند حل هذه المسألة باستخدام السمبلكس سنحصل على الجداول التالية: ٤, Ye)‏ إلى 


C£, YA 


^t‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


جدول رقم v0)‏ ,£( الحدول الأول السمبلكس C£, £) JL‏ 





نظراً OY‏ قيم [2-© للمتغيرات غير الأساسية Xa‏ ,× متساوية فيمكن الاختيار عشوائياً 
للمتغير الداخل» ولنفرض أننا اخترنا المتغير X‏ نلاحظ أن أقل نسبة هى في القيد الثاني والثالث» 
وكلاهما يساوي 5. فإذا اخترنا عشوائياً الصف الثالث» ويكون :5 هو المتغير الخارج فسنحصل على 
الجدول التالي رقم C£, VO‏ 


جدول رقم (EV)‏ بويع حال لمجال وقيمة القير Meg pul‏ 





لاحظ أننا وقعنا هنا في حالة التحلل حيث إن المتغيرات الأساسية الموجبة هى اثنان ha‏ 
وهما ai > «JI 3J 9 «S4, X5‏ ل حط Lal‏ الأثر الذي ستو Aad‏ حالة Hal‏ على الحدول Jud‏ 


جدول Y)‏ , 5). يوضح بقاء قيمة دالة الهدف |S‏ هي في الجدول رقم V0‏ , 4). 





طريقة السمبلكس Ao‏ 


في الجدول السابق رقم CE, V)‏ بقيت قيمة دالة الهدف كا هي» وهذه إحدى مشكلات 
حالة التحلل حيث إن الانتقال من جدول إلى آخر لم ينتح عنه أي تحسن في قيمة دالة IAI‏ وهذا ما 
يعرف بالدوران [Bazaraa et al., 1990] «Cycling‏ و[1998 .[Rardin,‏ لکن استطعنا الخروج من هذه 
المشكلة في الجدول UL‏ رقم VA)‏ , 5) » حيث تحسنت قيمة دالة الهدف وأصبح لديا جا feel‏ 
لاحظ كذلك أن قيمة Cj-Zj‏ لأحد المتغيرات غير الأساسية S‏ تساوي الصفرء نما يعني أن لدينا Se‏ 
بديلا لو أدخلنا S,‏ ؛ وعندها ستتغير قيم المتغيرات» لكن لن تتغير قيمة دالة الهدف؛ ON‏ الحل بديل 


(متعدد). 


جدول رقم CE, VA)‏ يوضح الخروج من حالة التحلل ونحسن قيمة دالة الهدف. 


a (V6 
Cj-Zj -10/6 


و باستخدام الرسم البياني (شكل رقم Y‏ , 5) نجد أن حالة التحلل وقعت عند النقطة A‏ 
عند هذه النقطة كانت قيمة 3-,5 Xo-4,‏ لكن Bb‏ المتغيرات $3=0 So,‏ ,,×؛ وذلك OY‏ هذه النقطة 
تمل تقاطع ثلاثة قيود: القيد الثاني» والثالث» وقيد عدم السلبية 7,<0. لاحظ أن الحل الأمثل يقع 

ظ عند التقطة 8 أو © أو أي نقطة بينهها على LHI‏ المستقيم (حل متعدد أو بديل) حيث إن ميل دالة 
الحدف يساوي ميل القيد الأول. 





قاعدة (4 , ؛ ): 
في جداول السمبلكس قيمة دالة الهدف في الجدول اللاحق تكون (lo‏ أفضل من قيمة دالة 
الحدف في الحدول السابق إلا في حالة التحلل فإن قيمة دالة الهدف في الدول اللاحق تساوي قيمة 


دالة الهدف في الحدول السابق مالم نخرج من هذه الحالة. ]2004 [Winston,‏ 





المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 





شكل رقم ١(‏ , 4). يوضح الحل الأمثل للمسألة رقم C£, E)‏ باستخدام الرسم البياني. 


AU 





طريقة السمبلكس AV‏ 


ملحق 

لريقة أخرى لعملية الصفوف: 

يمكن استخدام طريقة أخرى لتنفيذ عملية الصفوف ]2010 ,111 «(Taylor‏ وذلك بحساب 
معاملات المتغيرات» وقيم الجانب الأيمن للقيود في كل جدول جديد من جداول السمبلكس 
کالتال: 

١-نقسم pole‏ صف المتغير الخارج على قيمة عنصر الارتكاز . 

١-المتغير‏ الأساسى في كل صف يأخذ القيمة ١‏ تحت العمود الخاص بالمتغير وفي نفس 
الصف وصفراً في باقي الصفوف. 

سات باقي القيم في الحدول نطبق القاعدة التالية: 


Alla فض ب القم‎ Lele 
e القيمة الحديدة  = القيمة القديمة صل ضر‎ 


لتطبيق ذلك عل المسألة ١(‏ , 5): 
بعد عمل الجدول الأول لحل المسألة جدول رقم )34 ,£( يمكن تطبيق هذه الطريقة على 
الحداول التالية: 


جدول رقم .)5,١9(‏ يوضح المتغير الداخل وا متغير الخارج للمسألة رقم te. ١(‏ 


l6/2=8 
12/1z12 
18/326 


























لعمل الجدول الثاني نطبق الخطوتين الأولى والثانية كا في جدول رقم (E, Y)‏ 


M‏ المدخل إلى البرجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


جدول .)5,7١(‏ الحدول الثاني للمسألة ١(‏ ,£( بعد تطبيق الخطوة ١‏ والخطوة Y‏ أعلاه. 





OYI‏ يمكن تطبيق الخطوة الثالثة OUS‏ الجدول GUI‏ وملء الفراغات فيه. مثلاً لإيجاد قيمة 
معامل دكا في الصف الأول نقوم بالتالى : 
* نعود إلى الحدول السابق (حدول رقم 2,44 ونتحدد damd‏ المعامل القديمة. TE‏ 21 


وكذلك نحدد قيمة عنصر الارتكاز وهى Y.‏ 

e‏ نحدد القيم المتقابلة (من جدول 14 (E,‏ وهي التى تمثل الركنين الآخرين للمستطيل 
حيث قيمة الركنين الأولين هما قيمة المعامل القديمة وعنصر الارتكاز. وهذه القيم المتقابلة هى ۳ 
da‏ 


e‏ نطبق القاعدة: 


0 = ik - 2 =  ةديدحلا القيمة‎ 
3 
Ay A» 
معامل × في القيد الأول‎ 7 8 > JI X, معامل‎ 
W = س‎ I à X; ما‎ 


و يمكن تطبيق هذه القاعدة لملء الفراغات الأخرى في الجدول للحصول على الجدول الثاني 
EID‏ 


يقة السمبلكس 4 


جدول رقم (Y‏ الحدول الثاني بعد تطبيق الخطوة Y‏ 





يتم تطبيق هذه الطريقة alal‏ المتغبرات غير الأساسية لكل جدول لااحق من جداول 
السمبلكس باستخدام عنصر الارتكاز وبيانات الجدول السابق» وذلك بعد قسمة صف المتغير 
الخارج على قيمة عنصر الارتكاز وعمل مصفوفة الوحدة للمتغيرات الأساسية. 


qs‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


السؤال الاول: باستخدام السمبلكس» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية التالية 
مع بيان المتغير الداخل والخارج» وهل وصلنا إلى الحل الأمثلء ولماذا؟ 


: JH 


نحول الصيغة الرياضية إلى الصيغة القياسية كالتالي: 


Max w = ZX + 3Y +42 +0S,+ 08; MA; - MA; 
S.1. 


X+ Y+ Z + رذ‎ =1 
AT ¥+22 + As; =2 
3X+2Y+ Z - ود + وم‎ =4 
x20, Y 20, Z20, دوذ ,0 ع رذ‎ 0, A; 20, رھ‎ 2 0. 
2 3 4 0 0 M M 








حيث إننا في حالة Max‏ فيدخل المتغير X‏ (أكبر قيمة موجبة في صف Cj Zi‏ ويخرج المتغير 
5 (أصغر نسبة)» ويكون عنصر الارتكاز هو معامل X‏ في الصف الأول» وبالتالى X LEG‏ معاملات 
المتغير الخارج (5» ويستمر امحل بعمل جدول آخر. 



































q Y طريقة السمبلكس‎ 





حيث إن جميع قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية سالبة» ونحن في حالة «Max‏ ولم نستطع 
التخلص من المتغيرات الاصطناعية؛ فإن المسألة غير ممكنة الحل. 


السؤال الثاني: باستخدام السمبلكسء أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية التالية 
مع شرح كل جدول» وبيان ما إذا كان من الممكن أن يتحسن الحل» ولاذا؟. 


Min w = 3X, + 5X; + 2X4 
S.T. 
3X PX. 5 


AX, - 3X, 26 
X, 2 0, X, € 0, X;:urs 


الحل: 
من ht‏ هله المتغيرات إلى متغيرات عدم AL. JI‏ وذلك بعمل الافتراضات التالية : 


If X» = —X4 and ١ > Û, and If X3 = Xs FE Xe, and As > (), Ag > (), 


و لابد من تصحيح هذه الافتراضات بعد الانتهاء من حل JLU‏ بإعادتها إلى صورتها 


qy‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


Min w = 3X, - SX Tt 2X; AX + OS, + OS; T MA, 


S.T. 
3X, — 4X4 + 2X;- 2X; + 5i =12 
AX, + 3X, -Ñ + A, = 6 
X, 2 0, X; 2 0, X; 2 0, X, 2 0, $,208,20, A> > 0. 





حيث t Ls)‏ حالة «Min‏ فيدخل المتغير X4‏ (أصغر قيمة سالية d‏ صف (Cj-Zj‏ و يحرج المتغير 
A;‏ (أصغر نسبة)» ويكون عنصر الارتكاز هو معامل ,× في الصف الثاني» ولهذا تأخذ X,‏ معاملات 





ما زال بالإمكان تحسين الحل بدخول »× (أصغر قيمة سالبة في صف (Cj-Zj‏ ولكن لا 
يمكن خروج أي متغير» حيث جميع النسب غير مقبولة ( معاملات المتغير الداخل أصغر أو تساوي 
الصفر K C‏ يعنى أن امحل غير محدد -Unbounded‏ 


طريقة السمبلكس AY‏ 


السؤال الأول: باستخدام السمبلكسء أوجد الحل الأمثل إن أمكن لصيغة ie JE‏ الخطية 


Min z = 4X, + 5X, 
S.T. 
SN + X, 27 
2X, + 2X, = 24 
6X, + 4X, > 26 
X,20 X, : urs 


السؤال الثاني: باستخدام طريقة السمبلكسء أوجد الحل الأمثل إن أمكن لصيغة البرنامج 
الخطي UIT‏ مع شرح كل جدول» وبيان ما إذا كان من الممكن أن يتحسن JEN‏ ولماذا؟ 


Min W = 4X, + 4X; + X 
S.T 


X1 + X» + X4 <2 
2X1 + X, <3 
2X, + X3 + 3K, > 3 
Xis Xas X320 


السؤال الثالث: باستخدام الرسم البياني مرة والسمبلكس مرة أخرىء أوجد الحل الأمثل إن 
أمكن لصيغة de pl‏ الخطية التالية: 

Min z = AX, + 5 X; 
S.T. 

3X] + ADS 27 

2X; + 2X, = 24 

6X, + 4X; > 6 

X,, X; 20 


السؤال الرابع: باستخدام السمبلكس» أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية التالية 
مع بيان المتغير الداخل والخارح وهل وصلنا إلى الحل الأمثل» ولماذا؟ 
Max w = 2X + 3Y + 7‏ 
S.T.‏ 
At+tY+Z<1‏ 
A+Y¥+424=2‏ 


SA+ZY+2£2>4 
X. Y, Z20 


السؤال الخامس: باستخدام السمبلكسء أوجد الحل الأمثل إن أمكن للصيغة الرياضية 
التالية مع شرح كل جدولء وبيان ما إذا كان من الممكن أن يتحسن JEN‏ ولماذا؟ 


4$ المدخل إلى ie JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


Max Z = 2X, + 3X, + 4X, 
S.T. 
3X, T X3 T 4X, > 60 
2X,+44%,+24, =48 
2X,+3X3,+3X, <54 
Xj, Xz, X32 0 


السؤال السادس: باستخدام السمبلكسء أوجد E JH‏ إن أمكن للصيغة الرياضية 
التالية مع شرح كل جدولء وبيان ما إذا كان من الممكن أن ي يتحسن e JH‏ ولماذا؟ 
X w= 3X, + SAN + 2X3‏ 
3X, + 4K) + 2K, < 12‏ 


AX; - 3X; = 6 
A1 2 0, X= 0, X1 unr 


السؤال السابع: للصيغة التالية: 
Min w =2Y, + 3Y- + Y;‏ 
S.T.‏ 
Y, +2Y; + ¥;22‏ 
Ya RAS‏ 


أوجد الحل الأمثل إن أمكن هذه المسألة باستخدام السمبلكس. 


السؤال الثامن: تنوي إحدى المؤسسات الغذائية إنتاج طعام يصلح لاستخدام المسافرين في 
أطباق 55 Yor‏ جراماء فإذا علمت أن الطبق الواحد يجب أن يحتوى على BW‏ عناصر غذائية 
والموجودة في أربعة أنواع من الأطعمة يمكن أن تستخدم لتكوين طبق واحد. الجدول التالي يمثل 
ote‏ الجرامات لكل عنصر غذائي في كل نوع من الأطعمة» والحدود الدنيا لكل عنصر غذائي» والتى 
يلزم توفرها في كل طبق» وتكلفة كل نوع من الأطعمة. (ملاحظة: الوحدة الواحدة من أي طعام 
تحتوي على pole‏ أخرى» ولذلك يكون وزن الوحدة الواحدة من الطعام أكبر من مجموع أوزان 
sidus‏ 


Il UM 





EENID TT 


طريقة السمبلكس Qo‏ 


و المطلوب: 
UES. 1‏ الصيغة الرياضية المناسبة على شكل برمجة الخطية (LP)‏ لتصغير تكلفة إنتاج الطبق 
الواحد. 


.حل المسألة باستخدام السمبلكس إن أمكن. 


السؤال التاسع: أحمد لديه ٠٠٠١‏ ريال في بداية الصيف» وقرّر أن يستثمر هذا المبلغ في أحد 
المشروعين الأولء. أو الثاني» أو كليهماء أو أجزاء منهما. فإذا علمت أن أحمد يستطيع أن يعمل 1٠١‏ 
ساعة كحد أقصى في هذا الصيف» وأن المشروع الأول يحتاج إلى 0٠٠٠‏ ريال كتكلفة و٠٠٠٤‏ ساعة 
عملء والمشروع الثاني يحتاج إلى ٠٠٠١‏ ريال كتكلفة» و١٠٠٠‏ ساعة عمل (هذا إذا استثمر في أي من 
الشروعين BB CLV * Ru‏ علمت أن DUM gy lE‏ يعن ريسا قفر «Ju; 1٠٠١‏ والمشروع 
الثاني يعطي bey‏ قدره ob «JU; ٠٠٠١‏ المطلوب: 

١‏ - اكتب الصياغة الرياضية المناسبة على شكل برنامح خطى لتعظيم أرباح Ae‏ من 
المشر وعين. 

Y‏ -باستخدام الرسم البياني» أوجد الحل الأمثل إن أمكن. 

۳-باستخدام السمبلكس» أوجد الحل الأمثل إن أمكن. 


السؤال العاشر: أحد مصانع الألعاب يقوم بتصنيع ثلاثة أنواع من الألعاب الكهربائية: 
وكل نوع cle‏ إلى طريقة مختلفة في التصنيع. الوحدة الواحدة من النوع الأول تحتاج إلى W‏ ساعة 
عمل و8 ساعات اختبار» وتحقق صافي ربح بقيمة ٠٠١‏ ريال. الوحدة الواحدة من النوع الثاني 
تحتاج إلى ٠١‏ ساعات عمل و٤‏ ساعات اختبار» وتحقق dle‏ ربح بقيمة ٠٠١‏ ريال. الوحدة 
الواحدة من النوع الثالث تحتاج إلى ساعتين عمل وساعتين اختبار وتحقق صافي ربح بقيمة ٠٠١‏ 
ريال. فإذا علمت أن المتاح لدى المصنع ٠‏ ساعة عمل و٠060‏ ساعة اختبار» Oly‏ قسم التسويق 
قد asi‏ أن الطلب على الأنواع الثلاثة لن يزيد عن ٠١‏ و٠۸‏ و١١٠٠‏ وحدة لكل نوع على «Jii‏ 
ولهذا عدم تجاوز هذه الكميات عند الإنتاج. فإن المطلوب: 

١‏ - اكتب الصيغة الرياضية المناسبة على شكل LP‏ لتعظيم الأرباح الكلية من إنتاح هذه 
الألعاب. 

؟-أوجد الحل الأمثل إن أمكن. 


0 المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
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تحليل الحساسية 


Sensitivity Analysis 


يدرس تحليل الحساسية أثر التغيرات في بعض عناصر البرنامج الخطى على الحل الأمثل 
الحالى. من ذلك مثلا ]1991 [Gould et al.,‏ معرفة أثر التغير في معاملات دالة الهدف» أو معامالات 
المتغيرات في القيود» أو أثر التغير في قيمة الجانب الأيمن co a‏ أو أثر إضافة متغير جديد» أو حذف 
متغير قديم على الحل الأمثل الحالي. ويمكن للدارس معرفة أثر هذه التغيرات باستخدام الرسم» أو 
باستخدام السمبلكسء أو باستخدام مخرجات بعض البرامج الحاسبية مثل ,058 LINDO, Win‏ 
-QM for Windows, Solver by Excel‏ ويعتبر تحليل الحساسية مهما جداً لمتخذ القرار؛ وذلك لأنه 
يساعد على سرعة اتخاذ القرارات الإدارية. لنأخذ المسألة التالية (o, V)‏ لتوضيح ذلك: 


Min z = 5X, + 2X, 
Subject to: 
5X, + 4X; > 20 
SX, + 2X5,2 16 
TX, + 6X; < 42 
» oF X2 = () 


نلاحظ أن قيم الحل الأمثل لهذه المسألة هى (3.6363=ر× ((Z=12.7272, X1=1.0909,‏ وذلك 
عند النقطة A‏ التي تمثل تقاطع القيدين الثاني والثالث (القيود النشطة). ولكن ماذا يحدث للحل 
الأمثل الحالي لو تغيرت بعض العناصر في البرنامج الخطي؟ تحليل الحساسية يساعد في الإجابة عن 
مثل هذه الأسئلة. والمقصود با يحدث للحل الأمثل MAN‏ أي ماذا يحدث JU‏ € 


AY 


4A‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


9 
8 
7 
6 
5 
4 


للم 





الشكل رقم ١(‏ , ه-أ). يوضح منطقة الحل الممكن للمسألة Y)‏ , ©) ومستقيم دالة BIB‏ 


e‏ القيود النشطة: هل ستظل نشطة أم سيتغير واحد منها على الأقل ويصبح قيداً غير نشط؟ 
٠‏ قيم المتغيرات: هل ستظل قيمها كا هي el‏ ستتغير (هل تتغير نقطة ا حل الأمثل ا حالي)؟ 
e‏ قيمة دالة المدف: هل ستظل كما هي el‏ ستتغير (إلى الأفضل أو إلى الأسواً)؟ 


فإذا لم يتغير الحل الأمثل op‏ هذا يعنى: 

. من AS SL‏ أن مجموعة القيود النشطة لم تتغير» وبقيت نشطة مع إمكانية تحول أي قيد غير 
نشط إلى قيد نشط . 

٠‏ من الممكن أن تتغير قيم المتغيرات» ولكن المتغيرات الأساسية ستبقى أساسية وغير 
الأساسية ستيقى غير أساسية. 

» من الممكن أن تتغير قيمة دالة الهدف أو تظل كما هي. 


تحليل الحساسية 44 


وإذا تغير الحل الأمثلء op‏ هذا يعنى: 

ه من المؤكد أن مجموعة القيود النشطة قد تغيرت بمعنى أن واحدا أو أكثر من القيود النشطة 
قد حول إلى Ad‏ غير نشط. 

e‏ من المؤكد أن تتغير قيم المتغيرات. 

e‏ غالباً ستتغير قيمة دالة المدف OYE by‏ قليلة جدا لن تتغير. سنذكر مثالا لهذه الحالات 
القليلة في ale‏ هذا الباب. 

وهذا التغير في الحل الأمثل يحدث إذا تغير Fare‏ واحد من عناصر البرنامج الخطي مع بقاء 
باقي العناصر الأخرى ثابتة» وكذلك إذا تغير أكثر من عنصر في وقتٍ واحد ]2004 [Winston,‏ 
ولجعل الأمر أكثر سهولة فنبدأ بدراسة أثر التغير لعنصر واحدٍ فقط من عناصر البرنامج الخطي مع 
بقاء جميع العناصر الأخرى ثابتة. 





5 تذكر Ul»‏ أن عبارة الحل الأمثل Optimal Soloution‏ الحالى يتغير أو لا pay‏ مرتبطة 
بالقيود النشطة» فإذا تغير الحل الأمثل ال حالي» op‏ هذا يعني أن القيود النشطة تغيرت» وإذا لم يتغير 


الحل الأمثل الحالي» فإن القيود النشطة لم تتغير» وهذا يختلف عن نقطة الحل الأمثل Optimal‏ 


. Soloution Point 


الحالة الأولى: تحليل الحساسية عند تغير عنصر واحدٍ من pole‏ البرنامج الخطى مع بقاء 
باقى العناصر الأخرى ثابتة: 

سنتحدث في هذا القسم عن CV‏ تحليل الحساسية باستخدام الرسم البياني ليتمكن القارئ 
من تصور ما يحدثء ثم سننتقل إلى الحديث عن LUZ (Y‏ الحساسية باستخدام مخرجات البرامج 
الحاسوبية ie A‏ الخطية» وأخيراً عن ). تحليل الحساسية باستخدام طريقة السمبلكس. يلاحظ 
تأخيرنا لموضوع تحليل الحساسية ياستخدام طريقة السمبلكس» وذلك حتى يتسنى للقارئ معرفة 
بعض المصطلحات العلمية والموجودة في خرجات البرامج الحاسوبية قبل معرفة كيفية إيجادها 


باستعخد ام || کس 
باستخدام السميلكس 


أولا: تحليل الخساسية Gu‏ 
أثر التغير في معامل أحد المتغيرات في دالة الهدف على الحل الأمثل: 


Yes‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


أ. إذا كان التغير فى معامل متغير أساسى ذا قيمة موجبة: 

لو تغير معامل × فى دالة المدف فإن هذا التغير قد يؤثرء وقد لا يؤثر على الحل الأمثل 
الحالي» والمعيار هنا هو معرفة المدى المسموح به لهذا المعامل بالتغير. فإذا تغير هذا المعامل بقيمة 
ضمن gull‏ المسموح به فإن الحل الأمثل ال حالي سيبقى كا هو ولكن لو كان هذا التغير خارج المدى 
المسموح به فإن EH‏ الأمثل JE!‏ سيتغير. ولتحديد هذا المدى فلابد أن ستخدم العلاقة بين 
معاملات المتغيرات في دالة الهدف ومعاملات المتغيرات في القيود النشطة (القيد الثاني والقيد الثالث 
في المسألة رقم Y‏ , 5)» والموضحة في العلاقة التالية ]1991 [Gould et al.,‏ و[2004 :[Winston,‏ 


معامل X,‏ في دالة المدف معامل ,× في القيد النشط i‏ 
معامل X‏ في دالة AA‏ معامل ,كفي القيد النشط ا 


فلو أردنا معرفة الحد الأدنى لمعامل ,× الذي يبقي الحل الأمثل الحالي كا هو أي تبقى القيود 
النشطة |S‏ هي» وقيم المتغيرات كما هي مع تغير قيمة دالة الهدف ) Objective Value‏ ( فيجب أن 
نتعامل مع القيد الثاني؛ لأنه كلما انخفض معامل X,‏ في دالة ال هدف فإن ميل دالة ال هدف يكون أقرب 
إلى مساواة ميل القيد الثاني» ولذلك فإن: 


معامل dX,‏ دالة الهدف poles ٠‏ × في القيد النشط الثاني 
معامل X;‏ في دالة al‏ معامل X»‏ في القيد النشط الثاني 
و بعد التعويض فإن. 
الحد الأدنى X, bold‏ في دالة ad!‏ 08 


2,5 = = = في دالة المدف‎ X, الحد الأدنى لمعامل‎ da 
زاد كان ميل دالة الهدف أقرب إلى مساواة‎ (ASS في دالة الهمدف‎ X; و العكس بالنسبة لمعامل‎ 
في دالة الهدف:‎ X» وهذا فإن الحد الأعلى لمعامل‎ GU ميل القيد‎ 
5 5 


ا لحد الأعلى لمعامل X»‏ فى دالة abl‏ 4 


ER الحساسية‎ [ole 


xe : M : | A a T‏ م 
إذاء الحد الاعل لعامل X:‏ قي als‏ 3444 = س =4 


و بنفس الطريقة يمكن أن تكون العلاقة بين معاملات دالة Sb)‏ ومعاملات القيد النشط 
الثالث» فلو أردنا معرفة الحد الأعلى لمعامل ,× الذي يبقى الحل الأمثل كا هو أي تبقى القيود 


النشطة كا هي» وقيم المتغيرات كا هي مع تغير قيمة دالة الهدف فيجب أن نتعامل مع القيد الثالث؛ 
لآنه كلما زاد معامل X,‏ في دالة المدف فإن ميل دالة الهدف يكون أقرب إلى مساواة ميل القيد الثالث. 





معامل X,‏ في دالة المدف معامل × في القيد النشط الثالث 
معامل X;‏ في دالة الهدف معامل يكافي القيد النشط الثالث 
و بعد التعويض OL‏ 
ا لحد الأعلى لمعامل (à X,‏ دالة الحدف 
- 
2 7 


ds]‏ الحد الأعلى لمعامل X;‏ في دالة المدف = 5*5 - ع 


و العكس بالنسبة لمعامل Xo‏ في دالة الهدف» فكلا انخفض كان ميل دالة Gal‏ أقرب إلى 
مساواة ميل القيد الثالث» وهذا فإن: 
5 8 
ا لحد الأدنى لمعامل X;‏ في دالة cA‏ ` 2 





x2 


1.25 = = = في دالة المدف‎ Xo الحد الأدنى لمعامل‎ dia] 


والخلاصة» أن الزيادة المسموح بها والنقصان المسموح به لمعامل المتغير في دالة الهدف هي 
القيمة المطلقة للفرق بين القيمة الحالية لمعامل المتغير في دالة الحدف والحد الأعلى أو الحد الأدنى لهذا 
المعامل ue |S‏ 


المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


المعامل JI‏ الزيادة المسموح 55 alai‏ المسموح تك 


Allowable Decrease Allowable Increase Current Coefficient Variable 





سمح سه 
الاح | [ow‏ 
هذا يعني إذا زاد معامل ,× مثلا بقيمة Y‏ ( وهي زيادة ضمن الزيادة المسموح بها ) وأصبح 


١‏ -الحل الأمثل لن يتغير» وذلك يعنى أن القيد GUI‏ والقيد الثالث سيبقيان نشطين؛ 
؟-قيم المتغيرات لن تتغير أي أن X,-1.0909, X5-3.6363‏ . 

LIFT‏ قيمة دالة الهدف Vel Z‏ ستتغير وتصبح كالتالي: 

New Z-value = Old Z-value + (^c, x X4) 


:[Winston, 2004] (® , \) = j قاعدة‎ 
New Z-value = Old z-value + ( AC; x X;) 


nd 


New Z-value‏ : قيمة دالة الهدف اللحديدة 
Lou aad i cs even‏ 


حالة النقصات 





New Z-value = 12.7272 + ) 2 x 1.0909 ) = 14.909 إذا:‎ 


أو يمكن حسابها كالتالي : 


:[Winston, 2004] (e , Y) قاعدة ر قم‎ 


n 
New z-value = 0 CX, = CX + CX, + 
j=l 


A X; scl oles zej ta 





تحليل الحساسية yey‏ 


New Z-value = (7) (1.0909) + (2) (3.6363) = 14.909 TES 

أما لو كان التغير في معامل دالة الهدف خارج نطاق المدى المسموح به. OB‏ ذلك يعني ol‏ 
أحد القيدين النشطين على الأقل سيتحول إلى قيد غير نشطء وعليه فإن الحل الأمثل سيتغير أي أن 
مجموعة أو تشكيلة القبود النشطة ستتغير ومن ثم تتغير قيم المتغيرات وقيمة دالة SAB!‏ وكمثال 
على ذلك لنفرض أن معامل ,كا في دالة الهدف نقص بمقدار ‏ وحدات» وأصبح ۲ بدلاً من 0 
حيث إن هذا النقصان خارج نطاق مدى النقصان المسموح به وبالعودة إلى الحل البياني نجد أن نقطة 
الحل الجديدة هي 8 » وفيها يكون القيد الأول والقيد الثاني نشطين» أما القيد الثالث فأصبح قيدا 
غير نشط. وعند هذه النقطة فإن قيمة المتغيرات وقيمة دالة الهدف متساويان: 


( Z28.67, X,22.67, X5-1.67) 


و هنا يلاحظ الانخفاض في قيمة دالة الهدف عن السابق والناتج من انخفاض معامل X;‏ في 
دالة الهدف. 


قاعدة ر قم :[Winston, 2004] [Gould et al, 1991] (o , Y)‏ 
إذا تغير معامل أحد المتغيرات الأساسية (و الذي قيمته موجبة عند الحل الأمثل) في دالة 
الهدف ضمن d SAM‏ به مع eli‏ جميع العناصر | Te‏ ثابتة فإن: 
.١‏ الحل الأمثل الحالي لن يتغير أي أن القيود النشطة ستظل نشطة. 
؟. لن تتغير قيم المنغيرات (نقطة الحل الأمثل). 


Y‏ ستتغير قيمة دالة اللهدف. 

Ul‏ إذا كان التغير في معاملات دالة الهدف خارج نطاق المدى المسموح به فإن الحل الأمثل 
سيتغير وعليه ستتغير قيم المتغيرات وقيمة دالة المدف» ولن يكون من السهل معرفة هذا التغير إلا 
بإعادة حل ILA‏ من جديد باستثناء إذا كان عدد المتغيرات اثنين. 





كا يمكن اختصار الطريقة السابقة بالتالى: 
doles‏ دالة المدف تساوي: 


Y‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


-2 سي سد‎ indian 

والذي يعني انه كلما زادت قيمة X‏ بوحدة واحدة تنخفض قيمة X;‏ بمقدار ۵ , Y‏ وحدة. 

فإذا تغير معامل ,ا بالنقصان» OF‏ مستقيم دالة Guhl‏ سيصبح أكثر أفقية وسيميل إلى 
موازاة القيد الثاني فإذا نقص عن ذلك فسيتغير الحل الأمثل» ويمكن معرفة ذلك بمقارنة ميل دالة 
الهدف بمجهولية معامل Xi‏ وميل القيد الثاني كالتالي: 


E- m 
2 4d 


أما إذا تغير معامل ,× بالزيادة» فإن مستقيم دالة المدف سيصبح أكثر عمودية وسيميل SI‏ 
موازاة القيد LSU‏ فإذا زاد عن ذلك فسيتغير الحل الأمثل» ويمكن معرفة ذلك بمقارنة ميل دالة 
ادف بمجهولية معامل CAT‏ وميل القيد الثالث كالتالي: 


dei ad‏ کے کب 
2 2 


ملاحظة: انظر الملحق في ale‏ الباب لإيجاد المدى المسموح به لمعاملات المتغيرات في دالة 
الهدف عند اختلاف إشارة المعاملات. 


ب.إذا كان التغير في معامل متغير آساسی قيمته تساوي الصفر أو متغير غير أساسي: 
تحدثنا عن التغير في أحد المتغيرات في دالة الهدف بمعلومية أن هذا المتغير ذو قيمة موجبة. 
لكن ماذا لو كان هذا المتغير غير آساسى أو أساسياً قيمته تساوى صفرا عند نقطة الحل الأمثل. ما 
هو مدى التغير في معامل هذا المتغير في دالة الهدف بحيث لا يتغير الحل الأمثل الحالي؟ للإجابة عن 
هذا السؤال سنأخذ المسألة التالية (؟ ,0( وهي نفس مسألة ١(‏ ,0( مع إحداث تغيير واحد فقط 
في دالة الهدف: 
Min z = 2X, + 6X,‏ 
Subject to‏ 
3X, + 6X; 2 18‏ 
8X, + 2X; > 16‏ 


TX, + 6X, > 42 
Ay, A;2 Û 


9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


- 








الشكل رقم Y)‏ , ه- ب). المعدل: يوضح منطقة الحل الممكن ومستقيم دالة ال همدف للمسألة V‏ ,0( 


من الشكل V)‏ , ١٠-ب)‏ المعدل» نلاحظ أن نقطة الحل الأمثل تقع عند النقطة «C‏ وعندها 
قيمة (X176, X2=0, Z=12)‏ وحيث إن قيمة المتغير 76-0 (متغير غير أساسى قيمته تساوي الصفر). 


Of‏ المدى المسموح به لمعامل هذا المتغير سيكون كالتالي: 


TS‏ المسموح به لمعامل المتغير T X;‏ دالة الهدف (قيمته تساوى الصفر عند JH‏ الأمثل): 


| Winston, 2004] و‎ [Taylor III, 2010] 


الزيادة المسموح بها: إذا زاد معامل X;‏ في دالة الهدف OB‏ مستقيم دالة الهدف سيتحرك 
بعكس اتجاه عقارب الساعة متجهاً إلى أن يكون أفقياً. وعليه Of‏ هذه الزيادة لن تغير الحل الأمثل 
مهما كانت قيمتهاء وهنا نستطيع أن نقرر أن الزيادة المسموح بها لمعامل Xa‏ في دالة الهدف تساوي مالا 
نهاية. لاحظ أن هذه الزيادة تتوافق مع المنطق حيث Li]‏ حالياً وجدناء F‏ على الحل الأمثل JU‏ 
عدم الإنتاج من OM £X»‏ قيمة معاملها (التكلفة) كبيرة» ونحن في حالة Min‏ فهل من المنطق أن ننتج 


TE‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


منها إذا زادت هذه التكلفة؟ الحواب CY)‏ ولذلك (god‏ زادت هذه التكلفة فسنبقى على وضعنا 
الحالي بعدم الإنتاج من e Xa‏ والإنتاج فقط من Xi‏ 

النقصان المسموح به: إذا نقص معامل دلا في دالة الهدف فإن مستقيم دالة GIA‏ سيتحرك 
ol AL‏ عقارب الساعة حتى يوازي مستقيم القيد الأول (ميل دالة الهدف يساوي ميل القيد الأول). 
وعند موازاته للقيد الأول سيظهر W‏ حل بديل وهو عند النقطة 8. فإذا نقص أكثر فإن الحل الأمثل 
سيتحول إلى النقطة 8» وعندها سيتغير الحل الأمثل. lS]‏ النتقصان المسموح به لمعامل X;‏ في دالة 
المدف هو النقصان الذي يجعل مستقيم دالة الممدف يوازي مستقيم القيد الأول أي أن ميل مستقيم 
دالة الهدف يساوي ميل مستقيم القيد الأول. LEY‏ قيمة هذا النقصان المسموح به: 





معامل X,‏ 3( دالة المحدف معامل ,لا في القيد النشط الأول 
معامل وكا في GX, pus 22222 GI‏ القيد النشط الأول 
Y Y‏ 
الحد الأدنى لمعامل Xo‏ في دالة ١ CAM‏ 


4 53:2 - في دالة المدف‎ X» الحد الأدنى لمعامل‎ ds] 
: فى دالة ال هد ف(قيمته موجبة عند الحل الأمثل)‎ X, بالنسبة لمعامل‎ 

الزيادة المسموح le‏ إذا زاد معامل X,‏ في دالة المدف فإن مستقيم دالة الحدف سيتحرك LAL‏ 
عقارب الساعة حتى يوازى القيد الأول وعند موازاته للقيد الأول سيظهر لنا حل بديل وهو عند 
النقطة 8. فإذا زاد أكثر فإن الحل الأمثل سيتحول إلى النقطة B‏ وعندها سيتغير الحل الأمثل. إذا 
الزيادة المسموح بها لمعامل ,ا في دالة الهدف هو الزيادة التي et‏ مستقيم دالة BABI‏ يوازي 
مستقيم القيد الأول أي أن ميل مستقيم دالة BABI‏ يساوي ميل مستقيم القيد الأول. LEY‏ قيمة 
هذه الزيادة المسموح le‏ 


الحد الأعلى لمعامل X,‏ في دالة المهدف Y‏ 





1 1 


EX الحساسية‎ [ole 


dia]‏ الحد الأعلى لمعامل X,‏ في دالة المدف = شك = و 


النقصان المسموح به: إذا نقص GX) oles‏ دالة الهدف فإن مستقيم دالة الهدف سيتحرك 
بعكس اتجاه عقارب الساعة متجهاً إلى أن يكون أفقياً. وعليه OB‏ هذه النقصان لن يغير الحل الأمثل 
مهما كانت قيمته» وهنا نستطيع أن نقرر أن النقصان المسموح به لمعامل × في دالة الهدف تساوي 
مالا ile‏ لاحظ أن هذا النقصان يتوافق مع المنطق حيث إننا حالياً وجدنا tly‏ على الحل الأمثل 
الحالي الإنتاح من ×؛ OY‏ قيمة معاملها (التكلفة) صغيرة» ونحن في حالة Min‏ » فهل من المنطق أن 
لا ننتج منها إذا نقصت هذه التكلفة؟ (Cy) ltl‏ وبالتالي ss‏ نقصت هذه التكلفة فسنبقى على 
وضعنا J‏ بعدم الإنتاج من Xo‏ والإنتاج فقط من Xi‏ 

لاحظ Ib‏ التحلل عند النقطة (C‏ حيث تتقاطع ثلاثة قيود أحدها قيد عدم السلبية ولدينا 
متغيران للقرار فقط. هنا × Sy,‏ ,,5 كلها تساوي الصفر والمتغيرات الأساسية الموجبة هي So, Ss, X,‏ 
وعددها أقل من عدد القيود (عدد القيود أربعة). المتغير Sy‏ متغير أساسى لكن قيمته تساوى صفرا 
(انظر مشكلة حالة التحلل فى تحليل الحساسية في الملحق ٠ (UNG‏ 


أثر التغير في قيمة الجانب الأيمن لأحد القيود على الحل الأمثل : 


[Winston, 2004] و‎ [Taylor III, 2010] 


أولا: أثر التغير فى قيمة الجانب الأيمن لأحد القيود النشطة على الحل الأمثل: 

إذا تغير الجانب الأيمن CY‏ قيد سواء كان نشطا أو غير edats‏ فإنه سيحدث تمحركاً في القيد 
بشكل مواز للقيد قبل التغيير. هذا يعني أنه في حالة القيد النشطء فإن هذا التحرك سيغير من قيم 
المتغيرات» ومن ثم التغير في قيمة دالة الهدف» ولكن هل يعني هذا التغير التغير في الحل الأمثل 
الحالي؟ بمعنى هل يعنى هذا أن القيود النشطة (و هي القيود التي يكوّن تقاطعها نقطة الحل الأمثل) 
سوف تتغير؟ للاجابة عن هذا السؤال يجب معرفة ما إذا كان التغير في الجانب الأيمن للقيد النشط 
ضمن المدى المسموح به. 

لنأخذ المسألة Co, Y)‏ والشكل (o, Y)‏ كتطبيق للتأثير الناتح من التغير في الجانب الأيمن. 
حيث إن القيد الثاني قيد نشط 6[ هو مقدار الزيادة في الجانب الأيمن للقيد الثاني والتى AS‏ القيدين 
الثاني والغالث نشطين؟ m‏ 


Y*A‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


إن الزيادة في الجانب الأيمن للقيد الثاني سوف تحرك الخط المستقيم والذي يمثل القيد الثاني 
إلى الأعلى (اليمين) بشكل مواز للقيد قبل التغيير وذلك لأن الزيادة حدثت في الجزء الثابت من القيد 
وهو الجانب الأيمن (لاحظ أن التحرك إلى الأعلى ناتح من كون معاملات المتغيرات في القيد الثاني 
جميعها موجبة والجانب الأيمن موجب. تحقق من ذلك). فإذا تحرك هذا القيد إلى الأعلى فإن منطقة 
الحلول الممكنة سوف تصغر في مثالنا هذا وذلك OY‏ اتجاه القيد أكبر من أو يساوى. هذه الحركة 
سوف تغير نقطة الحل الأمثل تدريجياً حسب قيمة الزيادة إلى أن تتحول نقطة الحل الأمئل إلى النقطة 
2 وهي آخر نقطة في منطقة الحلول الممكنة يلتقي فيها القيدان الثاني والثالث. أما اذا كان الأثر 
الناتج من الزيادة في الجانب الأيمن سيؤدي إلى تجاوز النقطة D‏ فإن القيد الثالث سيتحول إلى 43 
غير نشط. (ملاحظة: إذا تجاوز أثر الزيادة في الجانب الأيمن للقيد الثاني النقطة © JL op‏ في 
هذه الحالة تصبح غير ممكنة الحل (infeasible‏ إذاً الزيادة المسموح بها للجانب الأيمن في القيد الثاني 
هى الزيادة التى تجعل نقطة pH‏ الأمثل تتحول إلى النقطة D‏ كما في الشكل )0,0( والشكل 
E (0,0)‏ هذه الزيادة نقوم SIL‏ 


عند النقطة X, = 0.3529, X2 = 6.5882 :D‏ 
و بالتعويض ف القيد AUI‏ 
28.1176 = )6.5882( 4 + )0.3529( 5 
إذاً الزيادة المسموح بها للجانب الأيمن في القيد الثاني هي : 
6 = 20 — 28.1176 


فإذا زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني زيادة أقل من أو تساوي 8.1176 ( الزيادة المسموح à‏ ( 
فإن القيد الثاني والثالث سيبقيان نشطين. (لاحظ أنه عندما تكون الزيادة تساوي 8.1176 فإن هناك 
قيداً أخر يصبح نشطاً وهو القيد الرابع وبالتالي يكون لدينا حالة تحلل. لماذا؟) هنا يمكن لنا أن 
نتصور SU‏ إذا زاد الجانب الأيمن في القيد الثاني تتغير قيم المتغيرات. أما دالة الهمدف فتتغير قيمتها 


(un 


New Z-value = c, X, + Cy Ap = 5 (0.3529) + 2 (6.5882) = 14.9411 


)*4 الحساسية‎ Lie 


أي أن الزيادة في الجانب الأيمن للقيد GI‏ جعلت قيمة دالة الهدف أسوأ من السابق وذلك 
لأن هذه الزيادة أدت إلى تصغير منطقة الحلول الممكنة بسبب أن اتجاه القيد الثاني أكبر من أو يساوي 
کا أوضحنا سابقاً وهذا خاصٌ بمثالنا هذا. 








الشكل رقم Y)‏ ,0( يوضح الزيادة المسموح بها في قيمة الجانب الأيمن للقيد النشط (الثاني) للمسألة Co, V‏ 


والآن لننظر إلى الأثر الآخر للتغير وهو النقصان في قيمة الجانب الأيمن لهذا القيد النشط 
(الثاني). ما هو مقدار النقصان في الجانب الأيمن للقيد الثاني والذي يُبقيه نشطاً مع القيد الثالث؟ 
إذا نقصت قيمة الجانب الأيمن للقيد الثاني فإن الخط المستقيم والذي يمثل هذا القيد سوف يتحرك 
إلى الأسفل (اليسار) بشكل مواز للقيد قبل التغيير في قيمة الجانب الأيمن. هذا التح رك إلى الأسفل 
سيبقى القيدين الثاني والثالث نشطين حتى النقطة E‏ كا في الشكل رقم Y)‏ ,0( وبعدها سيتحول 
القيد الثاني إلى قيد غير نشط ويصبح LI‏ الأول نشطاً بدلا عنه وذلك OY‏ القيد الثاني سيكون 


خارج منطقة الحلول الممكنة ويتحول إلى قيد مكرر. (تحقق من ذلك.) 


BE‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


X, = 1.4285, X2 = 2.2857 :E عند النقطة‎ 


و بالتعويض ف القيد AUI‏ 
4 - )2.2857( 4 + )1.4285( 5 
إذا النتقصان المسموح به للجانب الأيمن في القيد الثاني هو: 
3.714286 = 16.255714 — 20 


(لاحظ عند النقطة E‏ يكون لدينا حالة تحللء لماذا؟) 


: قيمة دالة الهدف فتصبح‎ Ul 
New Z-value 2c, X, + c; X525( 1.4285) + 2 ( 2.2857) = 11.7142 
منطقة الحلول الممكنة أصبحت‎ OY نلاحظ هنا انخفاض في قيمة دالة الهدف (تحسن) وذلك‎ 


أكير ولكن باتجاه اليسار. Tio‏ انظر الاختلاف بين الشكل رقم Co, Y)‏ والشكل رقم Y)‏ ,0( 


قاعدة )£ (oO,‏ 
T3]‏ كان التغير في قيمة الجانب الأيمن للقيد النشط ضمن نطاق المدى المسموح به فإن: 
١‏ - الحل الأمثل الحالي يبقى كما هو أي أن القيود النشطة لن تتغير. 


-Y‏ قيم المتغيرات (نقطة الحل الأمثل) ستتغير. 


Y‏ - قيمة دالة IAN‏ ستتغير. 





E الناتج‎ Sy المسموح نيك فاده من المفكرة معر ده‎ To الزيادة خارج نطاق‎ 26 l5! ui 
وذلك باستخدام الحل البياني ولكنها تصبح غير ممكنة إذا‎ bi كانت المسألة تحتوي على متغيرين‎ 
كان عدد المتغيرات أكثر من اثنين إلا بإعادة حل المسألة من جديد.‎ 


8 
T 
6 
5 
4 
3 
2 





الشكل رقم C01)‏ يوضح الرسم البياني للمسألة Co ١(‏ والذي يمثل النقصان في قيمة الجانب الأيمن للقيد النشط 
(الثاني) والذي يُبقيه نشطأ مع القيد الثالث. 


لكن يبقى السؤال ماهي قيمة المتغيرات وقيمة دالة الهدف إذا كان التغير في الجانب الأيمن 
للقيد النشط أقل من أو يساوي المدى المسموح به؟ وللإجابة على هذا السؤال لنفرض أن الجانب 
الأيمن للقيد الثاني زاد بقيمة A‏ ( حيث A‏ هي قيمة أقل من أو تساوي الزيادة المسموح بها ) فا هي 
قيم المتغيرات وقيمة دالة الهحدف؟ حيث إن الزيادة ضمن المدى المسموح به فإن القيدين النشطين 


5X, + 4X. 2 20+ خ‎ 
6X; + 2X5 = 16 


و بحل المتراجحتين بعد gh pF‏ إلى معادلتين نحصل de‏ 


(12 - ^) 


11 


١١‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


(40 + 4A) 
X2-8 - — 
: MIS و قيمة دالة الهدف‎ 
(12 - A) (40 + 4A) 
New Z-value = 895 — | + 2 ES i E 


الهدف؟ بالتعويض فإن قيمة 0.9090 = X; = 4.3636 4 X,‏ وقيمة دالة الهمدف 13.2727 „Z=‏ 


ثانياً: أثر التغير في قيمة الجانب الأيمن am‏ القيود غير النشطة على الحل الأمثل: 
[Winston, 2004] » [Taylor III, 2010]‏ و[1991 [Gould et al,‏ و[2003 [Render et al.,‏ 

]15 ترت فة Col‏ الاه a M‏ ال o‏ شر Of dat‏ داك bs IS aea‏ 
الستقيم الممثل للقيد غير النشط بشكل ye‏ للقيد قبل التغيير ولكن أثر هذا التحرك سيكون في أحد 
الاتجاهين إما يتجه نحو نقطة الحل الأمثل أو في الاتجاه المعاكس. هذا يعني أنه إذا تحرك الخط 
المستقيم للقيد لتغير قيمة جانبه الأيمن في الاتجاه المعاكس لنقطة الحل الأمثل فإنه سيبتعد عن نقطة 
الحل الأمثل Ly‏ فلن يكون له أي تأثير على الحل الأمثل مهما كانت قيمة هذا التغير حتى لو 
كانت مالا نهاية. أما إذا تحرك نحو مقطة الحل الأمثل فإنه سيكون له أثر على نقطة الحل الأمثل بعد 
التغير في قيمة جانبه الأيمن بمقدار معين. 

كمثال على ذلك لنأخذ القيد الرابع للمسألة Co, ١(‏ وكما في الشكل V)‏ , 0). نلاحظ أن 
هذا القيد غير نشط لأنه لا يقاطع نقطة الحل الأمثل cA‏ وعندما نزيد الجانب الأيمن لهذا القيد فإنه 
سيتحرك إلى أعلى (اليمين) وسيبتعد عن نقطة الحل الأمثل A‏ وبالتالي فالزيادة المسموح مها هنا هي 
مالا dle‏ نما يعني أنه لا أثر odd‏ الزيادة على الحل الأمثل الحالي إلا من ناحية أن منطقة الحلول 
الممكنة تكون Lil asi‏ إذا نقص الجانب الأيمن فإنه سيقترب من نقطة الحل الأمثل A‏ وعندها 
يمكن أن يتحول إلى قيد نشط. ولحساب قيمة هذا النقصان نعوض في الجانب الأيسر للقيد الرابع 
بقيم المتغيرات عند النقطة A‏ بالشكل التالي: 


7 (1.0909) + 6 (3.6363) = 29.4545 


تحليل الحساسية 11۳ 


إذا النقصان المسوح به يحسب بطرح القيمة السابقة من قيمة الجانب الأيمن الحقيقية كالتالي: 


42 — 29.4545 = 12.5454 


ثانياً: تحليل الحساسية والبرامج الحاسبية: 
تقدم البرامج الحاسبية مثل LINDO‏ مخرجات تحليل الحساسية عند حل آي برنامح خطي. 
وذلك لسهيل قراءة ومحليل البيانات للمستخدمين. وتظهر النتائح كما في الشكل E) MA)‏ ,6( 


Min 5X1 + 2X2 
| subject to 

3X1 + 6X2 == 18 
| 5X1 + 4X2 >= 20 
| 8X1 + 2X2 >= 16 
| 7X1+6X2 <= 42 


| LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 12.72721 | 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl 1.090909 0.000000 
X2 3.636364 0.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS . DUAL PRICES 
2) 7.090909 0.000000 
3) 0.000000 -0.272727 
4) 0.000000 -0.454545 
5) 12.545455 0.000000 


NO.ITERATIONS- 3 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


COEF INCREASE DECREASE 
Xl 5.000000 3.000000 2.500000 
X2 2.000000 2.000000 0.750000 


| RIGHTHAND SIDE RANGES | 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


RHS INCREASE DECREASE 
2 18.000000 7.090909 INFINITY 
3 20.000000 8.117647 3.714286 
4 16.000000 6.666667 6.000000 
5 42.000000 INFINITY 12.545455 


الشكل رقم (؛ CO,‏ يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ للمسألة Co , ١(‏ 


١١5‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


و يمكن تفسير هذه .[Winston, 2004] Jus oly A‏ 
# قيمة دالة 3.41 Objective Function Value‏ : وهي قيمة دالة المهدف dane‏ الرياضية 
كما في الشكل )£ , 0). وهذه القيمة ٠١,۷۲۷۲‏ تظهر كقيمة للصف الأول حيث إن برنامج 
LINDO‏ يتعامل مع دالة ال هدف على اعتبار lel‏ الصف الأول في المصفوفة والقيد الأول على أنه 

الصف الثاني وهكذا. 

BIS X X, وهي فيم المتغيرات‎ : Decision Variables Value متغبرات القرار‎ - d 
(0, £) وق‎ JSt 

# المكمل أو الفائض Slack or Surplus‏ : وتمثل قيم المتغيرات المكملة لكل cas‏ ويلاحظ 
هنا أن قيمة المتغيرات المكملة :5 للقيد الأول (الصف الثاني) هى قيمة موجبة؛ وذلك OY‏ هذا القيد 
قيد غير نشط GLI.‏ حالة القيد الثاني (الصف الثالث)ء فإن قيمة المتغير المكمل :5 تساوى صفراء 
Linen’ oh [S) SCR NOV‏ ساق 

* المدى الذى Y‏ يتغير فيه الأساس RANGES IN WHICH THE BASIS IS‏ 
UNCHANGED‏ هو المدى الذي يمكن لقيم معاملات دالة الهدف أو قيم الجانب الأيمن في القيود 
أن تتغير دون أن يؤثر ذلك على الحل الأمثل أي دون أن تتغير القيود النشطة. 

* مدى معاملات دالة اهدف Objective Coefficient Ranges‏ : هو sill‏ الذي يمكن فيه 
لعاملات دالة الهدف أن تتغير دون أن تؤثر على الحل الأمثل الحالى» وهذا المدى يتمثل في الزيادة 
المسموح مها Allowable Increase‏ والنقصان المسموح به Allowable Decrease‏ فإذا كانت الزيادة أو 
النقصان ضمن المدى المسموح به» OB‏ القيود النشطة لن pad‏ وكذلك قيم المتغيرات لن تتغير 
ولكن قيمة دالة المدف ستتغير. كمثال على ذلك bs‏ شكل (: (o,‏ لنفرض أن معامل X,‏ انخفض 
بقيمة وحدة واحدة (ريال واحد) فا الذي سيحدث للحل الأمثل؟ با أن النقصان ضمن المدى 
المسموح به (المدى المسموح به = 0 (Y,‏ فإن: 

١‏ -القيود النشطة لن تتغير (سيظل ال حل الأمثل ال حالي كما هو). 

-قيم المتغيرات لن تنغير وستبقى A‏ هي نقطة الحل الأمثلء 

”-لكن ستتغير قيمة دالة الهدف وتصبح كالتالي: 

New Z-value = Old Z-value + ( A c, x Xj) = 12.72727 + )-1 x 1.0909) = 11.63636 

أما لو كانت الزيادة أو النتقصان خارج نطاق gull‏ المسموح ca‏ فإن المسألة يجب أن JE‏ من 
جديد» وإن كان من الممكن معرفتها في حالتنا هذه؛ OM‏ عدد المتغيرات يساوي اثنين. 


تحليل الحساسية \\o‏ 


# السعر الثنائي Lal TT Dual Price‏ سعر الظل Shadow Price‏ أو الربح الحدي وهو 
القيمة (عندما تكون موجبة) التي تتحسن فيها قيمة دالة الهدف إذا زادت قيمة الجانب الأيمن للقيد 
النشط (i)‏ بوحدة واحدة بشرط أن التغير في الجانب الأيمن لا يغير الحل الأمثل الحالي (أي أنه ضمن 
ا لمدى المسموح به) بمعنى أن القيود النشطة تبقى نشطة والعكس إذا كان السعر الثنائي قيمة سالبة. 


قاعدة )6 ‘(Gould et al., 1991] (o,‏ 
إذا كات القيد نشطأء فإن السعر الثنائى يكون: 
UL, -‏ إذا كان اتجاه القيد أكبر من أو يساوى. 


ISI Lm ua =‏ كان اتجاه القيد أصغر من أو يساوي. 
ave gf cle ge ULL -‏ 1 ]13 عن Boles Lill‏ 





مدى الحانب الأيمن Right-Hand Side Ranges‏ : هو المدى الذي يمكن فيه لقيم الجانب 
الأيمن للقيود بالتغير دون أن يؤثر ذلك على الحل الأمثل الحالي» liag‏ المدى يتمثل في الزيادة 
المسموح بها Allowable Increase‏ والنقصان المسموح به „Allowable Decrease‏ فإذا كانت الزيادة أو 
النقصان ضمن المدى المسموح به لقيدٍ نشط OB‏ قيم المتغيرات ستتغير وقيمة دالة الهدف ستتغير. 
ولكن القيود النشطة لن تتغير. وكمثال على ذلك Gy‏ شكل (؛ ,0( لنفرض أن قيمة الجانب 
الأيمن للقيد الثاني (النشط) زادت بوحدة واحدة فما الذي سيحدث للحل الأمثل؟ با أن الزيادة 
ضمن المدى المسموح به لقي نشط (الزيادة المسموح بها = CA, VVT‏ فإن: 

Y‏ -القيود النشطة لن تتغير (سيظل الحل الأمثل MAI‏ کا هو) 

١-قيم‏ المتغيرات ستتغير ويمكن ايجادها بحل معادلتي القيدين النشطين (كا بينا سابقاً) 


کالتالي: 
SX, + 4X, = 2l (1)‏ 
8X, + 2X, = 16 (2)‏ 
وبضرب المعادلة رقم ۲ في )2( نحصل de‏ 
16X, + 4X, = 32 (3)‏ 


و Y com‏ من | وحل المعادلتين نحصل على التالي: 


X5;-245.X,-1 


١1‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


.2- 5 الهدف ستتغير وتصبح 13 -24 + 1 <ا‎ Jls 44 3—Y 
وذلك باستخدام‎ c LINDO يمكن حساب قيمة دالة الهدف مباشرة من مخرجات برنامج‎ |S 
[Winston, 2004] ويتم حساب قيمة دالة الهدف كالتالى:‎ Dual Price السعر الثنائى‎ 


قاعدة )1 , ه): 


. Minimization Case: | 
New Z-value = Old Z-value — ) ARHS,; x Dual Pricen) 
. Maximization Case: 


New Z-value = Old Z-value + ( ARHS,; x Dual Price,;) 





فإذا زاد الجانب الأيمن GW LAU‏ بوحدة واحدة» فإن قيمة دالة الهدف الجديدة تساوي 

.(Min Case) 
New Z-value = 12.72727 — ( (41) x -0.2727) = 13 

ul‏ لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بقيمة الزيادة المسموح che‏ فإننا نحصل على حالة 
التحلل Degenerate Case‏ والشكلان Y)‏ ,0( و )0,0( يوضحان هذه الحالة (انظر مشكلة حالة 
التحلل في تحليل الحساسية في الملحق هذا الباب) حيث إن القيد الرابع أصبح نشطأ بدليل أن قيمة 
المتغير المكمل هذا القيد تساوي الصفرء لكن لاحظ أن قيمة السعر الثنائي لهذا القيد ما زالت صفرا؛ 
وذلك لأنه أصبح قيداً نشطأء ونحن في حالة التحلل. ولو زادت قيمة الجانب الأيمن للقيد الثاني 
بقيمة أكبر من الزيادة المسموح بها ولو بقيمة صغيرة لخرجنا من حالة التحلل ولأصبح القيد الثاني 
والقيد الرابع نشطينء ولذلك فقيمة السعر الثنائي للقيد الثاني لا تساوي صفراً. كا يمكن أن 
نلاحظ أن قيمة النقصان المسموح به للقيد الرابع في الشكل )0,0( تساوي eal‏ مما يعني أنه 
عند هذه القيمة أصبح نشطاً ولو نقصت قيمة الجانب الأيمن للقيد الرابع بأي قيمة فإن الحل الأمثل 
سيتغير. ولو زادت قيمة الجانب الأيمن للقيد الرابع أي زيادة ولو كانت بسيطة فسيرجع إلى وضعه 
السابق كقيد غير نشط» وعليه Ob‏ الزيادة المسموح بها للقيد الرابع ما BUY‏ وهذا كله سبب أن 
القيد الرابع في ظاهره قيد elati‏ ولكن في حقيقته عند هذه النقطة هو قيد غير het‏ وهذا خاص 
بحالة التحلل. لاحظ أن المتغيرات الموجبة هي ,5 Xa‏ ,× فقط وعدد القيود أربعة. 

Ul‏ إذا كانت الزيادة أو النقصان لقيمة الجانب الأيمن لقيدِ غير نشط ضمن المدى المسموح 
به فإن الحل الأمثل الحالى لن يتغير؛ OS‏ أثر التغير لهذا القيد غير النشط لا يؤثر على نقطة الحل 
الأمثل فى هذه الحالة. فإذا زاد مثلا الجانب الأيمن للقيد الأول (قيد غير نشط) بوحدة واحدة» Ol‏ 


1¥ الحساسية‎ [ole 


هذه الزيادة ضمن المدى المسموح ce‏ ولذلك فإن الحل الأمثل الحالي (القيود النشطة)» وقيم 
المتغيرات وقيمة دالة الهدف لن يحدث فيهن أي تغير ويظهر ذلك جلياً عندما نلاحظ أن السعر 
الثنائى هذا القيد يساوي صفراً. أما لو زاد الجانب الأيمن لهذا القيد بقيمة الزيادة المسموح بها وهي 
9 فإن ذلك يعنى: )١‏ الحل الأمثل لن يتغير (Y‏ ولن تتغير قيم المتغيرات (Y‏ ولن تتغير قيمة 
دالة المدف ولكن سيصبح القيد الأول قيدا نشطا في ظاهره غير نشط في حقيقته (ى) في الشكل 
.)١ , 7‏ أما إذا زاد عن قيمة الزيادة المسموح بها فإن الحل الأمثل سيتغير جذرياًء وسنحتاج إلى إعادة 
حل المسألةء وخاصة إذا كان عدد المتغيرات أكبر من اثنين. 


:[Winston, 2004] » [Gould et al, 1991] )© , V) قاعدة‎ 

السعر الثنائي (سعر الظل) لا يساوي صفراً للقيود النشطة» لكن يمكن أن يساوي صفراً في حالة 
)15 كان القيد عل [SS‏ معادلة ويساوى de‏ | للقيود غير النشطة. 

إذا كان اتجاه القيد أكبر من للقيود غير النشطة» فإن النقصان المسموح به يساوي مالا نهاية والزيادة 


المسموح بها تساوي قيمة المتغير المكمل لنفس القيد. 
إذا كان اتجاه القيد أصغر من للقيود غير النشطةء OB‏ الزيادة المسموح بها تساوي مالا نهاية 
والنقصان المسموح به تساوي قيمة المتغير المكمل لنفس القيد. 





التكلفة المخفضة :Reduced Cost‏ وتختص بمعاملات القرار فقط وقيمتها [Slo‏ موجبة إذا كانت 
قيمة المتغير صفراً عند الحل الأمثل وقيمتها Lae [Blo‏ إذا كانت قيمة المتغير موجبة عند الحل الأمثل. 
وهي القيمة التي لو أضيفت إلى معامل متغير القرار في دالة الحدف )3( حالة (Max‏ والذي قيمته صفراً 
عند الحل الأمثلء فإن قيمة هذا المتغير ستتحول إلى قيمة موجبة. وتطرح قيمة التكلفة المخفضة من 
معامل المتغير في دالة Gal‏ )3( حالة J gees) (Min‏ قيمة المتغير إلى قيمة موجبة. ولذلك فإن قيمة التكلفة 
المخفضة لمتغيرات القرار الموجبة ستكون صفرأء وهي الحالة الموجودة في مثالنا ىا في الشكل )£ o,‏ 
لكن لو كان لدينا متغير قرار × قيمته تساوي الصفر عند الحل الأمثل وقيمة التكلفة المخفضة له تساوى 
٠‏ ريال وكانت Max ULM‏ وكان معامل هذا المتغير X‏ في دالة الهدف Sky ٠٠١‏ فاذا أردنا تحويل X‏ 
إلى قيمة موجبة (بمعنى أننا نريد أن ننتح من UB OX‏ يجب أن نزيد قيمة معامله في دالة الهدف بقيمة ٠٠١‏ 
ريال على الأقل أي تصبح قيمة المعامل ٠٠١‏ ريال أو اكثر. هنا إذا كانت قيمة معامل × في دالة IAI‏ 
تساوي ٠٠١‏ ريال فسيكون لدينا حلان: الأول يمثل الحل الأمثل ال حالي أي لا نتح من «X‏ وتبقى e‏ 


١١8‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


المتغيرات الأخرى وقيمة دالة الهمدف بدون تغيير» والثاني يتغير فيه الحل الأمثل SI‏ (تتغير مجموعة 
القيود النشطة)» وتتغير قيمة X‏ فتصبح قيمة موجبة» ولذلك تتغير قيم المتغيرات الأخرىء ولكن لا تتغير 
قيمة دالة الهمدف» ولذلك يسمى حل أمثل متعدد أو بديل. أما إذا كانت قيمة معامل X‏ في دالة الهدف 
أكبر من ٠٠١‏ ريال أي زاد معامل X‏ في دالة الهدف زيادة أكبر من قيمة التكلفة المخفضة. فإن لحل الأمثل 
الحالي يتغير (تتغير مجموعة القيود النشطة)» وكذلك فإن قيم المتغيرات ستتغير وقيمة دالة BIBI‏ ستتغير 


| Min 5X1 + 2X2 
| subject to 
| 3X1 + 6X2 >= 18 
5X1 + AX2 >= 28.117647 
| 8X1 + 2X2 >= 16 
7Xl + 6X2 <= 42 
| LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 14.94115 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl 0.35294] 0.000000 
X2 6.588235 0.000000 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 22.588236 0.000000 
3) 0.000000 -0.272727 
4) 0.000000 -0.454545 
5) 5.000000 0.0000000 
| NO.ITERATIONS- 3 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


| OBJ COEFFICIENT RANGES 
| VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
CO 


OEF INCREASE DECREASE 
XI 5.000000 3.000000 2.500000 
x2 2.000000 2.000000 0.750000 


RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


RHS INCREASE DECREASE 
2 18.000000 22.588236 INFINITY 
3 28.117647 0.000000 11.831933 
ł4 16.000000 27.607843 0.000000 
5 42.000000 INFINITY 0.000000 


الشكل رقم )0,0( يوضح مخرجات بر نامج LINDO‏ في حالة التحلل. 


وتظهر قيمة التكلفة المخفضة تحت عمود الزيادة المسموح بها في مدى معاملات دالة الهدف 
للمتغير الذي قيمته تساوي الصفر عند الحل الأمثل» ويكون النقصان المسموح به يساوي ما ALE‏ 


تحليل الحساسية 134 


:[Winston, 2004] و‎ [Gould et al, 1991] (6, A) قاعدة‎ 


إذا كان متغير القرار يساوي صفراً وأردنا تغيير قيمته إلى قيمة موجبة فيجب: 


حالة :Maximization‏ إضافة قيمة التكلفة المخفضة أو أكثر إلى معامل المتغير في دالة الهدف. 
‘Minimization all‏ طرح قيمة التكلفة المخفضة أو EX‏ من معامل المتغير فى دالة المهدف. 





Min 5X1 + 2X2 

Subject to 

3X1 + 6X2 >= 25.090909 

5X1 + 4X2 >= 20 

8X1 + 2X2 >= 16 

7X1 + 6X2 <= 42 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 12. 72 727 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
XI 1.090909 0.000000 
A2 3.636364 0.000000 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 


2) . 0.000000 0.000000 
3) | 0.000000 -0.272727 
4) . 0.000000 -0.454545 
5) 12.545455 0.000000 
NO.ITERATIONS- Û 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
Xl 5.000000 3.000000 2.500000 
X2 2.000000 2.000000 0.750000 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 22.090909 0.000000 INFINITY 
3 20.000000 5.117647 0.000000 
4 16.000000 0.000000 6.000000 
5 42.000000 INFINITY 12.545455 


الشكل رقم (5 , ©). يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ في حالة أخرى التحلل. 


Ye‏ \ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


T‏ تحليل الحساسية وجداول السمبلكس: 


-[ Taylor 111, 2010] و‎ [Render, 2003] 9 [Winston, 2004] 5 [Gould et al, 1991] 


a ;‏ استخدام جداول السو الي al‏ فة mll e‏ التي t p‏ = جات البرامج 
الحاسوبية. المسألة التالية ٠-١‏ والجدول sll‏ لحلها باستخدام السمبلكس يعطي مثالا جيدا 
لإيضاح ذلك. 


Min w = 6X1 + X2 + 3X3 —2X4 


S.1. 
AIC X2 = 42 
1اک‎ + 32 - X3- AS < 10 
Al + 2X3 + A4 = 30 


Al, X2, X3, X4 >= 0 


6 1 3 -2 () () M M 
s [oo [uso [ 1 [6 | a8 | | se 
ECEHERIRDE RR RI S DA. 


5 —— a E 
C M 20/3 M-1/3 | M+5/3 


أولاً: السعر الثنائى ]1991 [Winston, 2004] » [Gould et al,‏ : 
لاحظ tal‏ أبقينا المتغيرات الاصطناعية» وذلك لحاجتنا (SU‏ سيظهر لاحقاً. في هذه المسألة 
ارات غير الأساسية هى Xi, Xs, S;‏ و وغليه فة كل .منها يساوي صقراء با S; OT‏ كادي 
صفراء فإن القيد الثانى TES‏ وبا أن القيد الثالث على شكل معادلة» ولدينا حل أمثل op‏ القيد 
الثالث قيدٌ نشط كذلك. وكا أوضحنا سابقاً فإن القيود النشطة يقابلها أسعار ثنائية لا تساوى 
الصفرء ولاجاد هذه الأسعار الثنائية فيجب النظر إلى صف Zj‏ بالنسبة للمتغيرات المكملة. بالسبة 
للمتغير غير الأسامبى Sa‏ والذي يمثل القيد الثاني Ob‏ قيمة السعر SLI‏ تساوي 1/3 وهي القيمة 
الموجودة في عمود Sa‏ وصف „Zj‏ ويلاحظ أن هذه القيمة سالبة» وهي ناتجة من كون هذا القيد ذي 
























١*١ الحساسية‎ [ole 


تجاه أكبر من. بالنسبة للقيد النشط الآخر فهو القيد الثالث» o s‏ أن هذا القيد على شكل معادلة Ol‏ 
قيمة السعر الثنائي توجد في عمود OY) tA‏ هذا القيد لا يحتوي على متغير مكمل) وصف 2j‏ . 
ولكن بعد عكس الإشارة. أما بالنسبة للقيود غير النشطة مثل القيد الأول» OB‏ السعر الشنائي 
المقابل لها يساوي الصفرء وهي موجودة كذلك في الصف Zj‏ وعمود Si‏ 


قاعدة )4 , 6( ]1991 :[Winston, 2004] [Gould et al,‏ 
الأسعار الثنائية هى القيمة ال موجودة في صف Zj‏ للمتغيرات المكملة للقيد. 
إذا كان القيد على شكل معادلة» فإن قيمة السعر الثنائي توجد في صف Zj‏ للمتغير 
الاصطناعي للقبد بعد عكس الإشارة. 


:[Winston, 2004] (6 , 3 * ) قاعدة‎ 

للقيود النشطة: 

المتغيرات المحددة هي المتغيرات الأساسية في الجدول الأول للسمبلكس. 

الزيادة المسموح بها هي أصغر قيمة مطلقة للنسبة [(RHS(/25)]‏ بحيث 0>زة» OB‏ لم نجد 
فهى Ale Yo‏ 

النقصان المسموح به هو أصغر قيمة للنسبة [(RHSo/2j)]‏ بحيث 0 cai‏ فإن لم نجد فهى ما 
لانباية. 

.aj-0 ولا تقبل إذا كانت‎ oj والعمود‎ i معامل المتغير المحدد فى الصف‎ za; 


للقيود غير النشطة: 
النقصان المسموح به يساوي قيمة المتغير المكمل والزيادة المسموح بها تساوي مالا نهاية إذا 
كان القيد ذا اتجاه أصغر من» والعكس صحيح إذا كان اتجاه القيد SN‏ من. 
R854‏ : الجانب الأيمن للقيد 1. 





١77‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


: [Winston, و[2004‎ [Gould et al, التغير في قيم الجانب الأيمن[1991‎ jer 
يمكن إيجاد الزيادة المسموح بها والنقصان المسموح به من جداول السمبلكس» وذلك باتباع‎ 
القاعدة التالية:‎ 

أ) التغير في قيم الجانب الأيمن للقيود النشطة: في مثالنا هذا نلاحظ أن القيد الثاني (قيد 
نشط)ء ales‏ فإن المتغير المحدد هو المتغير يه € وذلك OY‏ المتغير الاصطناعى A;‏ كان 
el‏ الأساسى في الجدول «NI‏ وبناء على ذلك OP‏ الزيادة المسموح بها تكون بقسمة 
الجانب الأيمن في كل قيد على قيم العمود يه في الجدول الأخير ذات القيم السالبة ثم 
تحويل هذه القيم إلى قيم مطلقة» ومن ثم اختيار الأصغر من بينها. في هذه المسألة لا 
يوجد غير قيمة واحدة سالبة في عمود د4 » وهي (1/3-)» ولذلك بعد قسمة الحانب 
الأيمن على هذه القيمة نحصل على الزيادة المسموح اء وهي 86. بالنسبة للنقصان 
المسموح به يكون بقسمة الجانب الأيمن في كل قيد على قيم العمود د4 في الجدول الأخير 
ذات القيم الموجبة ومن ثم اختيار الأصغر من بينها. في هذه المسألة لا يوجد غير قيمة 
واحدة موجبة وهي )1/3( في عمود د4 » ولذلك بعد قسمة الجانب الأيمن على هذه القيمة 
نحصل على النقصان المسموح به وهو 40. أما بالنسبة للقيد الثالث فإن الزيادة المسموح 
بها تكون بقسمة الجانب الأيمن في كل قيد على قيم العمود As‏ في الجدول الأخير ذات 
القيم السالبة ثم تحويل هذه القيم إلى قيم مطلقة» ومن ثم اختيار الأصغر من بينها. في 
هذه ULL‏ لا يوجد غير قيمة واحدة سالبة في عمود ده » ولذلك بعد قسمة الجانب 
الأيمن على هذه القيمة نحصل على الزيادة المسموح بها وهي 86. بالنسبة للنقصان 
المسموح به يكون بقسمة الجانب الأيمن في كل قيد على قيم العمود ده في الجدول الأخير 
ذات القيم الموجبة» ومن ثم اختيار الأصغر من بينها. في هذه المسألة يوجد قيمتان 
موجبتان في عمود As‏ وهما )1/3 و1)» وبعد قسمة الجانب الأيمن على هذه القيم فنحصل 
على (40 و30) و30 هي القيمة الأصغرء ومن ثم النقصان المسموح به يساوي 30. 

ب) التغير في قيم الجانب الأيمن للقيود غير النشطة: في مثالنا هذا نلاحظ أن القيد الأول غير 
نشطء وبتطبيق القاعدة السابقة Olea‏ المسموح به يساوي قيمة المتغير المكمل Si‏ وهو 
3 ؛ وذلك OY‏ اتجاه القيد أصغر من» أما الزيادة المسموح بها فتساوي مالا cile‏ وذلك 
لنفس السبب. ولو كان القيد الأول ذا اتجاه أكبر من لكان النقصان المسموح مالا نباية 
والزيادة المسموح بها قيمة المتغير المكمل. 


تحليل الحساسية UT‏ 


: [Winston, و[2004‎ [Gould et al, 1991] التكلفة المخفضة ومدى معاملات دالة ال هدف‎ WE 

توجد قيم التكلفة المخفضة في الصف Cj-Zj‏ وذلك ol pel‏ القرار فقط. فإذا كان متغير 
القرار متغيراً غير أساسى» فإن قيمة التكلفة المخفضة له هى القيمة المطلقة في صف «Cj-Zj‏ وبالنسبة 
لتغيرات القر او 131 كانت أساسية» فإن التكلفة المخفضة تساوى الصفر دائاً. فى مثالنا هذا المسألة 
(o, Y)‏ نجد أن LA Xag Xi cp ell‏ متغيرا القرار غير الأساسيين: ولذلك فتكلفته| المخفضة هي 
7 على التوالي وهي في الوقت نفسه قيمة النقصان المسموح به لمعاملات دالة المدف حيث إن 
المسألة Min‏ . لكن لو كانت المسألة Max‏ فإن قيمة التكلفة المخفضة لمتغيرات القرار غير الأساسية 
ستكون هي الزيادة المسموح بها. 

(I‏ معاملات المتغيرات غير الأساسية في دالة الممدف: في Whee‏ هذا المتغيران X,‏ ورا هما 
متغيرا القرار غير الأساسيين» by‏ فإن قيمة النقصان المسموح به هي تكلفتهما 
المخفضة؛ وهى )7 40/6 على التوالي) حيث إن المسألة Min‏ كا ذكرنا ale‏ ولنفس 
اليب (المسألة (Min‏ فإن الزيادة المسموح بها لمعاملاتها في دالة المدف تساوي مالا 
Al‏ حيث إن هذه المتغيرات لم يتم اعتبارها أساسية» وهي بقيم معاملاتها الحالية. 
والوضع سيكون أسوأ عند زيادة قيمة معاملاتها في دالة الهدف في الوقت الذي نرغب 
فيه في تخفيض قيمة دالة الهدف (تخفيض التكاليف مثلاً). (لاحظ أن العكس صحيح 
في Max UL‏ حيث سيكون النقصان المسموح به يساوي مالا Ale‏ وقيمة التكلفة 
المخفضة. الموجودة في صف CCj-Zj‏ هي الزيادة المسموح Le‏ لماذا؟) 

و تظهر هذه القيم كذلك في مدى معاملات دالة الهدف تحت عمود النقصان المسموح 
به الشكل(۷ , OY «(o‏ المسألة Min‏ وتظهر قيم مالا AY:‏ تحت عمود الزيادة المسموح 
tl.‏ لأن الزيادة لن تغير في الحل الأمثل مهما كانت قيمتها. 

X; القرار الأساسية‎ col xd QSL Gad! Ul (3 الا ساس‎ col xl با سمفاملايت‎ 

Xag‏ فإن هذا المدى سيظهر كالتالي: لو أضفنا إلى معامل Xp‏ قيمة تساوي A‏ حيث 

(A50)‏ عند الزيادة 5 (A«0)‏ عند النقصان» فإن جدول السمبلكس النهائي سيظهر 
كالتالي: (لاحظ أن SW‏ سيقع في صف Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية ودالة الهدف 
فقط). 


١ :‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 





-11/3-A/3 ١ -1/3-A/3 -I30/3-40A/5 
20/3 A/3 L/3+A/3 


و OV‏ حتى يبقى الحل الأمثل ىا هوء 0B‏ قيم Cj-Zj‏ للمتغيرات غير الأساسية يجب أن 
تكون موجبة أو تساوي صفرا؛ OY‏ المسألة Min‏ ولتحقيق ذلك نقوم بالتالي بالنسبة لقيم Cj-Zj‏ 
للمتغيرات غير الأساسية: 


7-A2>0 ====9 7> A 
20/3 - \A/3 2 0 حح‎ 202A 
| /3 + A/320 ==} 1> -A ===% -1 > ذ‎ 


الزيادة المسموح بها هي أصغر قيمة موجبة {min(7,20)} :A le glad‏ وهي هنا 7. 


النقصان المسموح به هو القيمة المطلقة لأصغر قيمة سالبة تساويها (min(-1)} :A‏ وهي هنا 
و يمكن عمل نفس الشىء بالنسبة للمتغير »× كالتالي: 





J-A=Q ————-— TPA 
20/3 -2A> 0 ==== 10/3 >A 


الزيادة المسموح بها هي أصغر قيمة موجبة تساويها (min(7,10/3)] :A‏ وهي هنا 10/3 
حيث لا يوجد قيمة سالبة تساويها A‏ » فالنقصان المسموح به يساوي مالا Ale‏ 


تحليل الحساسية )Yo‏ 


-LINDO يظهر هذه القيم في رجات برنامج‎ (0, V) رقم‎ | I$ JI 


Min 6X, + X; -3X4 2X4 
Subject to 
X| T X2 <= 42 


Al + 2X3 + X47 30 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
l) | -46,66667 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 


X 0.000000 7.000000 
X. 13.333333 0.000000 
X. 0.000000 6.666667 
X; 30.000000 0.000000 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 28,666666 0,000000 
3) 0,0000000 -0,333333 
4) 0.0000000 1,666667 
NO. ITERATIONS- 3 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
X] 6.000000 INFINITY 7.000000 
Xa 1.000000 7.000000 1.000000 
X3 3.000000 INFINITY 6.666667 
X4 -2.000000 3.333333 INFINITY 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 42.000000 INFINITY 28.666666 
3 10,000000 85,999992 39999996 
4 30,000000 30,0000000 85,999992 


العلاقة بين الجانب الأيمن للقيود ودالة المدف: 
ستتحدث هنا ع العلاقة بين قم CSL‏ الاأيم“ للقمود؛ indy‏ دالة المدف عند LI‏ 
هنا عن العلاقة بين قيم الجانب الأيمن للقيود» وقيمة دالة المد لحل 
الأمثل» وكيفية اتخاذ القرارات حيال هذه العلاقة. سنبداً بعرض المسألة التالية )£ «Co,‏ لإيضاح 
ذلك: 
مسألة )£ , 0): تقوم شركة الرياض للجلود بتصنيع أربعة أنواع من حقائب رجال «Jie MI‏ 
وتستلزم عملية إنتاج الحقيبة إلى كمية من المواد الخام ene Als all‏ وساعات عمل لتياكة هذه 
الحلود. يمثل الحدول التالي المواد dta‏ بالقدم المربع. وساعات العمل اللازمة te JS d‏ 


iau‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


وسعر البيع للوحدة الواحدة من كل نوع. WIL‏ تملك الشركة ٠٠٠١‏ قدم مربع من الجلود 
Tr ty‏ ساعة عملء ولتلبية طلبات العملاء فلابد من إنتاح 4٠٠‏ حقيبة منها على الأقل ٠٠٠١‏ من 


النوع الرابع. المطلوب حل هذه المسالة على شكل برنامج خطي لتعظيم حجم المبيعات. 


ERAN‏ الا ال ال 


مواد خام للوحدة 
ماما كا ال 
سعوالبعللوحدة [£e | tj [| rc j| "e jo‏ 


يمكن كتابة الصيغة الرياضية هذه المسالة على شكل برنامج خطي كالتالي: 
-Xj‏ عدد الحقائب المنتجة من النوع j‏ حيث 1,2,3,4 = j‏ 





Max 250X; + 300X; + 400X; + 450X, 
Subject to 


X; Xo X; X47 900 
2X, + 3X; + 5X4 + 6X4 x 5000 


3M, dX; + 7X; 9X4 = 6000 


Xr Xa XN Xu > Û 





فى هذه المسألة نلاحظ أن قيمة دالة "565٠٠٠ Gabl‏ ريال كا فى الشكل A)‏ ,6( . 
وهذه القيمة ناتجة من الالتزام بالشروط المصاغة رياضياً على شكل قيود. ماذا لو قمنا بتغيير 
قيم الجانب الأيمن co a‏ ماذا يحدث لدالة المدف؟ تحدثنا سابقاً عن أثر التغير في قيم الجانب 
الأيمن على دالة الهدف» وأوضحنا أنه يوجد مدى مسموح به لقيم الجانب الأيمن تظل فيه 
القيود النشطة نشطة Y)‏ يتغير الحل الأمثل)» وفي ظل هذا المدى المسموح به تتغير قيمة Ila‏ 
ادف ed Ls‏ قيمة الخائب الآيمة إذا كان القيذ تشطاء ولا تخر قيمة دالة الحدف إذا كان 
القيد غير نشط. هذا التغير يكون بإضافة أو طرح حجم التغير مضروباً في السعر الثنائي حسب 
القاعدة المذكورة Loe‏ )0,1( 


TY 


Max 250X] + 300X- + Z00X + Z50X, 

Subject to 

X; + X5 T X3 T Xa = 900 

2X1 + 3X + 5X; + 6X, <= 5000 

3X) 4X5; + 7X3 9X, <= 6000 

X4 >= 300 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 4 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


[ld‏ الخساسية 


1)  345000.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 

x 0.000000 16.666666 

X» 300.000000 0.000000 

X31 300.000000 0.000000 

X4 300.000000 0.000000 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0,000000 166,666672 
3) 800,000000 0.000000 
4) 0,000000 35.333332 
5) 0.000000 -16.666666 


NO. ITERATIONS- E 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


VARIABLE 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
250.000000 16.666668 INFINITY 
300.000000 24.099998 12.500002 
400.000000 50.000004 10.000000 
450.000000 16.666666 INFINITY 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
900.000000 225.000000 128.571426 
5000.000000 INFINITY 800.000000 
6000.000000 900.000000 900.000000 
300.000000 180.000000 300.000000 


الشكل رقم A)‏ ,0( يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ للمسألة )£ ,0( 


لكن ماذا يحدث إذا كان التغير خارج المدى المسموح به ]2004 «[Winston,‏ كمثال على ذلك 
لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثالث» وهو قيد نشط ذا اتجاه أصغر من بوحدة واحدة ASÍ‏ من الزيادة 
المسموح بها فأصبحت قيمة الجانب الأيمن 5401١‏ . با أن الزيادة أكبر من الزيادة المسموح OP ele‏ 
هذا يعنى أن الحل الأمثل SUI‏ سيتغير (ستتغير مجموعة القيود النشطة)ء لكن قيمة دالة الهدف 
ne‏ التزايد (التحسن) لكن بقيمة السعر الثنائى الحديد Yo‏ ريالاً لكل ساعة إضافية كا في 
الشكل )4 ,0( » وستستمر هذه القيمة للسعر ge‏ حتى الزيادة المسموح بها الجديدة وهي 5٠٠‏ 
ساعة عمل أي عندما نصل للحد الأعلى الجديد» وهو ۷٠١‏ » وهنا ستتغير قيمة السعر الثنائي بعد 


YYA‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


هذا الحد فعند VY * Y‏ ساعة عمل تصبح قيمة السعر الثنائي الجديدة صفراً كا في الشكل «Co, ٠١(‏ 
حيث يتحول هذا القيد إلى قيد غير نشط» ويكون هناك فائض فى ساعات العمل بعد * * VY‏ ساعة 
عمل مع بقاء جميع العناصر الأخرى ثابتة كا هي. 


Max 250X1 + 300X2 + 400X3 + 450X4 

Subject to 

AI + عر‎ 2 + A3 + X4 = 900 

AXI + 32 + 5X3 + 6X4 <= 5000 

SAI + 4X2 4+ 7X3 + 9X4 <= 6901 

X4 >= 300 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) | 375025.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
XI 0.000000 50.000000 
X2 0.000000 25.000000 
X3 599.500000 0.000000 
X4 300.500000 0.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.000000 225.000000 
3) 199.500000 0.000000 
4) 0.000000 25.000000 
2) 0.500000 0.000000 


NO. ITERATIONS= 0 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


COEF INCREASE DECREASE 
XI 250.000000 30.000000 INFINIT Y 
X2 300.000000 25.000000 INFINITY 
X3 400.000000 30.000000 10.000000 
x4 450.000000 16.666666 50.000000 


RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOW ABLE ALLOWABLE 


RHS INCREASE DECREASE 
2 900.000000 0.142857 133.222229 
3 5000.000000 INFINITY 199.500000 
4 6901.000000 399.000000 1.000000 
5 300.000000 0.500000 INFINITY 


الشكل رقم )4 , ©). يوضح أثر الزيادة على قيمة الجانب الأيمن للقيد الثالث بوحدة واحدة AST‏ من الزيادة المسموح e‏ 


بالمثل لو نقص الحانب الأيمن للقيد الثالث بقيمة أكثر من المسموح dele Ve uns cle‏ 
عمل فأصبح 5044 ساعة مثلاً. حيث إن النقصان أكبر من المسموح به فإن هذا يعني أن JH‏ 
الأمثل الحالي سيتغير (ستتغير مجموعة القيود النشطة). لكن قيمة دالة المدف ستستمر في الانخفاض 


۲۹ اا‎ d 


(تسوء)ء لكن بقيمة السعر الثنائى الجديد ٥١‏ ريالاً لكل ساعة ناقصة كا في الشكل )0,4( 
وتستمر هذه القيمة الجديدة عند E‏ الجانب الأيمن للقيد الثالث حتى الحد الأدنى للنقصان 
المسموح به الجديد» وهو ielu 55٠0٠‏ أي بنقصان مسموح به يساوي Tee‏ ساعة عمل. I]‏ 
استمررنا فى خفض قيمة الجانب الأيمن بأكثر ٠٠١‏ ساعة أى لو خفضنا قيمة الجانب الأيمن LAU‏ 
الثالث فأصبحت 544 5 cielo‏ فإن المسألة ستتحول إلى مسألة غير ممكنة الحل (INFEASIBLE)‏ 


Max 250X1 + 300X2 + 400X3 + 450X4 
Subject to 
Xl + X2 + X3 + X4 = 900 
2X1 + 3X2 + 5X3 + 6X4 <= 5000 
3X1 + 4X2 + 7X3 + 9X4 <= 7300 
x4 >= 300 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP Û 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) | 385000.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl 0.000000 0.000000 
X2 0.000000 0.000000 
X3 400.000000 0.000000 
X4 500.000000 0.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.000000 150.000000 
3) 0.000000 50.000000 
4) 0.000000 0.000000 
5) 200.000000 0.000000 


NO.ITERATIONS- 0 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 


VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
Xl 250.000000 0.000000 INFINITY 
X2 300.000000 0.000000 INFINITY 
X3 400.000000 50.000000 0.000000 
x4 450.000000 0.000000 30.000000 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOW ABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 900.000000 40.000000 0.000000 
3 5000.000000 0.000000 200.000000 
4 7300.000000 INFINITY 0.000000 
5 300.000000 200.000000 INFINITY 


الشكل رقم ,٠١(‏ 0). يوضح قيمة السعر الثنائي للقيد الثالث بعد تجاوز الزيادة المسموح بها الحد الأقصى للجانب 
الأيمن للقيد الثالث. 


we‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


هنا لا بد من ملاحظة أنه عند الرسم البياني الشكل رقم (o , ١١(‏ لدالة الهدف كدالة في قيم 
الجانب الأيمن للقيد الثالث (قيد نشط ذا اتجاه أصغر من)» LAI OB‏ البيانى يتكون من مجموعة 
مستقيمات أو قطع مستقيمة لكل منها ميل يمثل قيمة السعر الثنائي في كل مدى Cum‏ به 
.[Winston, 2004]‏ وحيث إن هذه المسألة على شكل Max‏ والقيد ذو اتجاه أصغر منء فإن ميل كل 
قطعة مستقيمة تكون غير سالبة» ما يعنى أن إضافة موارد جديدة لهذا القيد هى إضافة نافعة. 
وستحسن من قيمة دالة الهمدف. كما نلاحظ في الشكل رقم Co, YD‏ والجدول رقم Co, ١(‏ أن ميول 
هذه القطع المستقيمة (الأسعار الثنائية) تكون متناقصة حيث إنه مع زيادة قيمة الجانب الأيمن 
تتناقص الأسعار الثنائية من os‏ إلى YY YY‏ إلى Yo‏ إلى صفرء ويمكن تفسيرها بالقاعدة الاقتصادية 
تناقص الغلة «(Diminishing Rate Of Returns)‏ والتي تعني أنه كلما زادت موارد محددة مع بقاء باقي 
الموارد كما هى» فإن المنفعة الكلية تزداد» ولكن بشكل متناقص حتى تصل إلى نقطة معينة تقف 
عندها ثم تبدأ في الانخفاض . 


العلاقة الخطية بين ad‏ الجانب الأيمن للقيد الثالث ZsRHS3‏ 
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قيم الجانب الأيمن للقيد الثالث RHS3‏ 








الشكل رقم .)١ ,١١(‏ يوضح العلاقة الخطية بين قيم الجانب للقيد الثالث وقيمة دالة ا هدف. 


تحليل الحساسية wa‏ 
الحدول رقم ١(‏ ,0( يوضح تناقص قيمة السعر الثنائي مع زيادة قيمة الجانب الأيمن للقيد الثالث. 
| 


pari | pee 


x RHS « 5100‏ 4500 50 تعتمد على مقدار التغير 


تزداد مع الزيادة 
و DAS‏ عم النقصان 


تزداد مع الزيادة 
EHS = 6900‏ = 5100 


C oom T الا‎ 

كا يمكن ملاحظة علاقة الجانب الأيمن للقيد الرابع (وهو قيد نشط ذو اتجاه أكبر من) 

بدالة الهدف الموضح في الشكل رقم e )0 , YY)‏ وذلك لمسألة Leb Max‏ يمكن تمثيلها بمجموعة من 

المستقييات ذات ميول غير موجبة (أسعار ثنائية)؛ لأن اتجاه القيد أكبر من كا ذكرنا سابقاً في القاعدة 
-5. كما نلاحظ أن ميول القطع المستقيمة متناقصة BS‏ الجدول رقم Y)‏ ,6( 


وتنقص مع النقصان 





الجدول رقم Y)‏ , ©). يوضح تناقص قيمة السعر الثنائي مع زيادة قيمة الجانب الأيمن للقيد الرابع. 


AI‏ قيمة دالة 
السعر الثنائى دالة ال هدف didi‏ 
9 ادف 
تنشص e‏ الزيادة 
RHS = 480‏ =0 16.6666 - 
slaps‏ مع التقصان 


[Com — | — i686 


RHS > 0‏ « 480 تعتمد على مقدار التغير 


س | س ل س | 
المسألة غير ممكنة الحل | المسألة غير ممكنة الحل | المسألة غير ممكنة الحل 





۱۳۲ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


العلاقة الخطية بين قيم الجانب الأيمن للقيد الرابع Z3RHS4‏ 





$360 ظ ( ( ظ‎ 
5 35 5 ——— ا‎ BEND ال سه س‎ 
3250 —— Z EE ر‎ PONE ا‎ — 
aas |. Mines ee E E ظ‎ 


600 500 400 300 200 100 0 
قيم الجانب الأيمن للقيد الرابع RHS¢‏ 


الشكل رقم ,١7(‏ 5). يوضح العلاقة الخطية بين قيم الجانب للقيد الرابع وقيمة دالة BABI‏ 


في JE‏ القيد الأول والذي على شكل معادلةء Ob‏ علاقة الجانب الأيمن بدالة المدف 
والموضحة في الشكل رقم )5,١7(‏ » تكون كذلك iie‏ بمجموعة من المستقييات ذات ميول 
(أسعار ثنائية) موجبة أو سالبة كا في القاعدة 0-0 c‏ وهذه الميول تكون متناقصة WIS‏ كما في 
الحدول رقم Y)‏ ,0( 


الجدول رقم )1 .)١‏ يوضح تناقص قيمة السعر SU‏ مع زيادة قيمة الجانب الأيمن للقيد الأول. 


382600 1126 





ry الحساسية‎ ole 





"WC 
apt 





2 400 
J 350 
300 
") 250 
Z 180 
Zo 
") 100 

50 


0 | | | | | | | | | 
0 100 200 300 400 500 600 700 $800 900 1000 1100 1200 1. 


الشكل رقم .)١ , NY)‏ يوضح العلاقة الخطية بين قيم الجانب للقيد الأول وقيمة دالة الهدف. 


في حالة Min‏ « فإن الوضع ينعكس ]2004 c[Winston,‏ حيث إن العلاقة نمثلة بمجموعة من 
المستقيات لكنها ذات ميول متزايدة. للقيود النشطة ذات الاتجاه أصغر من يكون ميل القطع 
المستقيمة سالبة (الأسعار الثنائية مع عكس الإشارة)ء وللقيود ذات الاتجاه أكبر من تكون ميول 
القطع المستقيمة موجبة (الأسعار الثنائية مع عكس الإشارة). يمثل الجدول رقم E)‏ ,0( العلاقة 
بين الجانب الأيمن gi‏ 69 ودالة الهدف. 


الجدول رقم E)‏ ,0( يوضح العلاقة بين تجاه القيد وميول القطع المستقيمة. 
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سالبة أو موجبة ومتزايدة 


Vee‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


اتخاذ القرارات هذه العلاقة: 

إن معرفة هذه العلاقة تساعد متخذ القرار في معرفة مدى وحجم الاستثمار في الموارد 
(ساعات العملء المواد الخام» ..» وغيرها) والتى يمكنه الاستثار بها لتعظيم العائد الإجمالي. على 
سبيل المثال لو كانت تكلفة ساعة العمل الإضافية VL, ٠١‏ (بافتراض أن تكلفة الساعة الإضافية 
غير محسوبة ضمن التكلفة الكلية) فيمكن AR‏ القرار الاستثار في ساعات العمل بزيادتها إلى 
+ * ساعة (أي بزيادة قدرها dele ٠٠١‏ عمل)» ويمكن اتخاذ مثل هذا القرار بمعرفة أن ساعة 
العمل الإضافية تعطي ۳۳,۳۳ ريالاً في التسعراثة ساعة الأولى أي إلى dele 54٠٠‏ ثم ينخفض 
هذا العائد إلى Yo‏ ريالاً في BLY‏ ساعة التالية حتى /٠٠٠١‏ ساعةء وعلى هذا فإنه بمقارنة تكلفة 
الساعة الإضافية الواحدة مع العائد ALAYI‏ للساعة الواحدة نجد أن من المصلحة زيادة ساعات 
العمل» ونتوقف عندما تكون تكلفة ساعة العمل الإضافية أكبر من العائد الإضاني للساعة 
الواحدة. 

و لو افترضنا أن ساعة العمل الواحدة تكلف VL Te‏ فإنه من المنفعة زيادة ساعات العمل 
حتى 14٠0٠‏ ساعة عمل hth‏ ونتوقف بعدها عن الزيادة على الرغم من إمكانية زيادة قيمة 
العائدات الكلية» حيث السعر الثنائي ما يزال موجباً في المرحلة التالية (أكثر من 540٠‏ وأقل او 
تساوي ielu ۷٠١‏ عمل). ويمكن تعليل ذلك ob‏ أي ساعة إضافية ستستهلك من Ble‏ 
الأرباح الكلية للمنشأة بقيمة 0 ريالات لكل dele‏ والتى تمثل الفرق بين تكلفة الساعة الإضافية 
والسعر الثنائي الجديد Yo‏ ريالاً (السعر العادل أو السعر الحقيقي الأقصى لساعة العمل الواحدة من 
وجهة نظر المنشأة في هذه المرحلة بغض النطر عن سعر السوق لساعة العمل الواحدة). 


الأثر على dle‏ الأرباح = (السعر الثنائي لساعات العمل - تكلفة ساعة العمل الواحدة) × ساعات العمل 


كمثال على ذلك. لو زدنا ساعات العمل بعد 14٠٠‏ ساعة ٠١ sde‏ ساعات iala,‏ 
وتكلفة الساعة الإضافية * YL) Y‏ فإن الأثر على dle‏ الأرباح الكلية سيكون كالتالي: 


الأثر على dle‏ الأرباح الكلية = ٠١ x (Ts Yo)‏ - -هه ريال 


}15 هذا الأثر سلبي وضار للمنشأة من ناحية الأرباح الكلية. 


تحليل الحساسية 0 


إضافة متغبر جديد إلى المسألة: 
إن إضافة متغير جديد إلى مسألة البرنامج الخطي سيضيف تعقيدات جديدة لحل المسألة. 
لنأخذ المسألة التالية لتوضيح الحالة: 


مسألة رقم )0,0( 

ينتج المصنع الوطني للمكيفات الصحراوية أربعة أنواع من SUSU‏ ذات مقاسات مختلفة 
(حصان ونصف» حصان واحدء lee *, VO‏ 9,* حصان). تقوم äl‏ في المصنع بعمل 
الوصلات الكهربائية» وتصنيع الصندوق الخارجيء وتركيب القشء وتغليف المنتج» خاصة أن 
المكيفات تأتي مُصنعة جزتياً حيث إن المضخات. والمولدات الكهربائية» ومفاتيح التكييف تشترى 
من موردين محليين بأسعار محددة مسبقاً. يبين الجدول التالي 5-5 الموارد المطلوبة لكل منتح: 


الجدول رقم )0 , .)١‏ يوضح الموارد المطلوبة لكل منتج في المسألة رقم )0,0( 
| مل سل لك 


ITA s FF | NIIS 
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التوالل» فيا هى‎ le Ju; An cA ]ل‎ altos فإذا علمت أن سعر البيع للمكيفات‎ 
الصيغة الرياضية المناسبة لتعظيم حجم المبيعات؟‎ 
يمكن صياغة هذه المسألة كالتاللى:‎ 





Max 1200X, + 1000X; + 900X; + 800X , 


S.T. 
20X, + 15X; + 12X; + 12X4< 1440 قيد الوصلات الكهربائية‎ 
55X, + 50X; + 50X; + 40X4 < 2700 قيد تصنيع الصندوق‎ 
10X; + 8X; + 6X; + 6X, > 0 فيد تركيب القش والتغليف‎ 
6X, + 4X: + 3X3  2.5X4 0 فيد الألواح المعدنية بالمتر‎ 
1.5X, + 1.25X: + فيد القش بالكيلو 5 > يلا + وكا‎ 


Al, M2, X3, X4 70 


SIS الخطية وتطبيقاتها في‎ àe l المدخل إلى‎ T 


والحل الأمثل لهذه المسألة موجود فى الشكل (5 ١‏ , 0(« 9 43 تكون قيمة دالة المدف تساوي 
1 ريال ويتم إنتاج 42.857143 وحدة من المنتج الأول (1.5 حصان) و8.571428 وحدة من 
l‏ الرابع )0.5 (OL a‏ وصعر من باقی المنتجات. 


Max 1200X; + 1000X; + 900X; + 800X, 
S.T. 


20X; + 15X5 + 12X; + 12X, <= 1440 
35X, + 50X3 + 50X3 + 40X, <= 2700 
I0X, T OX T 6X; T OXY <= 480 
6X, + AX T 3X4 T 2.5X4 <= 350 
1.5X, + 1.2545 + X4 + X4 <= 75 
LP OPTIMUM FOUND ATSTEP 2 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 58285.71 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
4 42.857143 0.000000 
K 0.000000 28.571428 
X. 0.000000 14.285714 
X. 8.571428 0.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 480.000000 0.000000 
3) 0.000000 11.428572 
4) 0.000000 57.142857 
5) 71.428574 0.000000 
6) 2.142857 0.000000 
NO.ITERATIONS- 2 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE  ALLOWABL 
COEF INCREASE DECREASE 
X. 1200.000000 16.666679 99.999992 
X 1000.000000 28.571438 INFINITY 
X 900.000000 14.285725 INFINITY 
Xi 800.000000 721212712 5.882356 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 1440.000000 INFINITY 480.000000 
3 2700.000000 150.000000 59.999996 
4 480.000000 10.909091 75.000000 
5 350.000000 INFINITY 71.428574 
6 75.000000 INFINITY 2.142857 


الشكل رقم )0,18( يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ للمسألة رقم )0,0( 


۳4¥ الحساسية‎ [ole 


و OT‏ ماذا يحدث عند إضافة متغير جديد إلى المسألة: 

لنفرض أن إدارة المصنع ترغب في إضافة منتح جديد عبارة عن مكيف صحراوي 0.5 
حصان متنقل وبيعه بسعر 900 ريال للوحدة الواحدة. يستدعي هذا النوع من المنتتجات استخدام 
نفس الموارد السابقة مع coU‏ الحدود القصوى للموارد كا في الجدول» والذي يبين أيضا تكلفة 
إنتاج الوحدة الواحدة من هذا المنتج. 


الجدول رقم ,0( يوضح الموارد المطلوبة للمنتج الجديد (مكيف صحراوي ه , ٠‏ حصان). 
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يمكن حساب الأثر الناتجح من إضافة هذا المتغير على الحل الأمثل بحساب قيمة Cj-Zj‏ لهذا 

المتغير» والتي تمثل المنفعة المفقودة التي يمكن أن تحسن قيمة دالة المدف. لكن هذه القيمة تعتمد على 
عنصرين «Cj‏ والذي يمثل سعر البيع للوحدة من هذا المنتح وز2ء والذي يمثل قيمة استهلاك هذا 
المتغير للموارد الحالية والممثلة بالسعر الثنائي حيث إن الأسعار الثنائية للقيود تمثل القيم ال حالية 
المستحقة (من وجهة نظر إدارة المصنع) للموارد المتاحة حاليا عند الحل الحالي. وحيث إن SI‏ 
الأيمن ثابت في هذه الحالة» فإن المنتح الجديد سيضايق المنتجات الحالية في الموارد الموجودة في القيود 
النشطة (عمالة الوصلات الكهربائية وعمالة تصنيع الصندوق الخارجي)؛ وذلك لأا مستهلكة 
بالكامل في الحل SLI‏ وهذه القيود هي التي 7 قيم لا تساوي الصفر بالنسبة للسعر الثنائي. هنا 
سنقوم بحساب Zj‏ (استهلاك المنتح الجديد للموارد الحالية المتاحة» والممثلة بالأسعار الثنائية). 
وذلك كالتالي ]2004 :[Winston,‏ 

(1xm) الأسعار الثنائية: مصفوفة صفية‎ e 

(mx1) الحديد في القيود: عبارة عن مصفوفة عمودية‎ gol معاملات‎ e 


۳۸ المدخل إلى ae JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


Max 1200X, + 1000X; + 900X; + 800X, + 900X. 


S.T. 


20X; + 15X; + 12X; + 12X4 + 15X; <= 1440 
SSX, + 50X; + SOX; + 40X; + 50X; <= 2700 
10X; + 8X» + 6X, + 6X, +6X; <= 480 
6X, + AX; + 3X4 + 2.5X4 + 3X; <= 350 
1.5X, + 1.25X; + X4 + X4 + X; <= 75 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 58285.71 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X, 42.857143 0.000000 
X5 0.000000 28.571428 
x 0.000000 14.285714 
X. 8.571428 0.000000 
X. 0.000000 14.285714 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 480.000000 0.000000 
3) 0.000000 11.428572 
4) 0.000000 57.142857 
5) 71.428574 0.000000 
6) 2.142857 0.000000 
NO.ITERATIONS- 2 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABL 


COEF INCREASE DECREASE 
X1 1200.000000 16.666679 99.999992 
Xa 1000.000000 28.571438 INFINITY 
X3 900.000000 14.285725 INFINITY 
X4 800.000000 [X Er y 5.882356 
X; 900.000000 14.285725 INFINITY 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 1440.000000 INFINITY 480.000000 
3 2700.000000 150.000000 59.999996 
4 480.000000 10.90909] 75.000000 
5 350.000000 INFINITY 71.428574 
6 75.000000 INFINITY 2.142857 


الشكل رقم )0,10( يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ للمسألة )0 , (o‏ بعد إضافة المنتج الجديد. 


تحليل الحساسية ۳۹ 
Zs‏ = الأسعار الثنائية X‏ معاملات المنتج الجديد في القيود 


15 | 
50 
Zs=|0 11.428572 57.142857 0 0| | 6 |=914.2857 
3 | 
1 
C; — Zs = 900 — 914.285742 = -14.2855742 


حيث إن قيمة Cj-Zj‏ قيمة سالبة ونحن في حالة Max‏ فإن الحل الأمثل لن يتغير» ولن ننتح 
من tps mines gol‏ يكون من المنطق الونتاج من هذا l‏ إلا إذا كانت سعر بيع A ALI gal‏ 
أكبر من أو يساوي .59142857 6 كا في الشكل رقم )0,10( 


الحالة الثانية: تحليل الحساسية عند تغير أكثر من عنصر في البرنامج الخطي (قاعدة :)./٠٠١‏ 

كان حديثنا سابقاً عن أثر التغير لأحد عناصر البرنامج الخطي على الحل الأمثل مع ثبات 
باقي العناصر. والآن سنتحدث عن أثر التغير لأكثر من عنصر في البرنامج الخطي على الحل الأمثل 
ا لحالي Sly‏ سنستخدم فيها قاعدة ./.٠١١‏ 

فاعدة :/٠٠١‏ تنص هذه القاعدة على أن مجموع نسب التغير لمعاملات دالة الهدف أو 
مجموع نسب التغير للجانب الأيمن يجب ألا تزيد عن /٠٠١‏ حتى لا يتغير الحل الأمثل لكن قد 
تتغير قيم المتغيرات» وقيمة دالة LI .[Winston, 2004] SAA‏ إذا كان مجموع نسب التغير أكبر من 
Y‏ فإن هذه القاعدة لا تعطي أي دليل على تغير الحل الأمثل بمعنى أن الحل الأمثل قد يتغير 
وفد لا يتغير. 
أولاً: أثر التغير لأكثر من معامل من معاملات دالة ال هدف: 

عندما يتغير أكثر من معامل من معاملات دالة الهدف فسنكون أمام حالتين: 

الحالة الأولى: إذا كانت جميع معاملات المتغيرات في دالة المدف التي تغيرت هما قيمة تكلفة 
Sl Aas‏ من الصفر (موجية). في هذه ULI‏ نجد أن المتغيرات التي تغيرت هي متغيرات غير 
أساسية في الحل الأمثل الحالي؛ OV‏ التكلفة المخفضة لما موجبة وعلى هذا فسنكون أمام حالتين: 

١‏ - أن يكون التغير هذه المعاملات ضمن المدى المسموح cu‏ ولذلك فإن الحل الأمثل لا 
يتغير (تبقى القيود النشطة نشطة)» ولا تتغير قيم المتغيرات ولا تتغير قيمة دالة الهدف. 


ie‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


-Y‏ أن يكون التغير لأحد هذه المعاملات على الأقل خارج المدى المسموح بهء ولذلك فإن 
الحل الأمثل سيتغير» ولابد من إعادة حل المسألة من جديد. 

الحالة الثانية: إذا كانت واحدة على الأقل من معاملات المتغيرات في دالة الهدف التى تغيرت 
ها قيمة تكلفة خفضة تساوى الصفر. في هذه الحالة نجد أن لدينا على الأقل متغير أسامى قد تغيرت 
قيمة معامله في دالة dl‏ ومن ثم LY‏ من تطبيق قاعدة 100% . هنا نحتاج didi‏ الرموز 
التالية: 


معاملات المتغيرات في دالة المدف 
القيمة الأصلية لمعامل المتغير [ 
حجم t po‏ المعامل 


الزيادة المسموح بها القصوى للمعامل j‏ 


EIE 


نعرّف rj‏ على أنها نسبة التغير في معامل المتغير ز. فإذا كانت: 





Ac; = (), —— r; = —AC; / D; 


وإذا كانت: 


Ac; 20, ===> r =0 


حيث إن هذه النسبة تمثل نسبة التغير في معامل المتغير بالنسبة لأقصى مدى مسموح به 
والذي يبقى JAI‏ الأمثل على حاله بدون تغيير. فإذا كان «Qr > D‏ فإن الحل الأمثل الحالي لن 
يتغير حيث تظل القيود النشطة نشطة» ولا تتغير قيم المتغيرات» ولكن تتغير قيمة دالة الهدف. لكن 
إذا كان مجموع نسب التغير أكبر من rz 1( ١‏ فإن الحل الأمثل قد يتغير» وقد لا يتغير» حيث إن 
هذه القاعدة لا تعطينا أي دليل عن أثر التغير على الحل الأمثل. 


تحليل الحساسية ?£ ) 


de من‎ S آثر التغير لقيم الجانب الأيمن‎ jer 
عندما تتغير قيمة الجانب الأيمن لأكثر من قيد فسنكون كذلك أمام حالتين:‎ 


JULI‏ الأولى: إذا كان التغير في قيمة الجانب الأيمن لقيود غير نشطة فقطء وعليه سنكون 
أمام حالتين: 

١‏ - أن يكون التغير لقيم الجانب الأيمن ضمن المدى المسموح به» ولذلك فإن الحل الأمثل 
لا يتغير (تبقى القيود النشطة نشطة)» ولا تتغير قيم المتغيرات» ولا تتغير قيمة دالة الهدف. 

-y‏ أن يكون التغير لإحدى قيم الجانب الأيمن على الأقل خارج المدى المسموح به 
ولذلك فإن الحل الأمثل الحالي سيتغير ولابد من إعادة حل المسألة من جديد. 


JULI‏ الثانية: إذا كان واحد على الأقل من القيود التي تغيرت قيمة جانبها الأيمن قيدا 
نشطاً. في هذه الحالة LY‏ من تطبيق قاعدة 10095 وسنحتاج هنا لتعريف الرموز التالية: 


القيمة الحالية للجانب الأيمن في القيد ا 
حجم التغير في قيمة الجانب الأيمن للقيد i‏ 


الزيادة المسموح بها القصوى للجانب الأيمن في القيد i‏ 


النقصان المسموح به الأقصى sled‏ الأيمن 3( القيد i‏ 





نعرّف ri‏ على أنها نسبة التغير في قيم الجانب الأيمن ci‏ فإذا كانت: 
Ab; 2 Û, === r = Ab; / I‏ 
و ادا كانت: 
Ab; > 0, =—3 r = -Ab;/ D;‏ 


els ادا‎ 3 


Ab; = 0, ===> I; — Ü 


TEN‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


حيث إن هذه النسبة تمثل نسبة التغير في قيمة GUI‏ الأيمن بالنسبة لأقصى مدى 
مسموح به» والذي يبقي الحل الأمثل على حاله بدون تغيير. فإذا كان Erns D‏ فإن الحل الأمثل لن 
بتغير» ولكن تتغير قيم المتغيرات» وقيمة دالة االمدف. لكن إذا كان مجموع نسب التغير أكبر من 
(ri < D 1‏ فإن الحل الأمثل (القيود النشطة) قد يتغيرء وقد لا يتغير حيث إن هذه القاعدة لا 
تعطينا أي دليل عن آثر التغير على الحل الأمثل» لكن قيم المتغيرات وقيمة دالة ادف ستتغيران في 
الغالب. 


مثال توضيحي : 

مسألة )1 ,0( في المسألة السابقة 0-0 ماذا يحدث للحل الأمثل إذا: 

١‏ - زاد معامل X;‏ في دالة المدف بمقدار VL, ٠١‏ وزاد معامل Xs‏ في دالة GIA!‏ بمقدار 
٠٠‏ ريالاات. 

با أن كلا المتغيرين متغيران غير أساسيين» os‏ أن الزيادة في قيمة معاملهما كان أقل من 
الزيادة المسموح due‏ فإن الحل الأمثل الحالي: 

-١‏ لايتغير أي تبقى القيود النشطة نشطة. 

-Y‏ قيم المتغيرات لا تتغير. 

-Y‏ قيمة دالة المدف لا تتغير. 


alj -Y‏ معامل Xo‏ ف دالة الهدف بمقدار * JU, Y‏ وزاد معامل Xs‏ في دالة ADI‏ بمقدار 
؛أريالاات. 

lo‏ أن كلا المتغيرين متغيران غير أساسيينء وبا أن الزيادة في قيمة معامل Xp‏ كانت أكبر من 
الزيادة المسموح cle‏ فإن الحل الأمثل الحالي سيتغير» ولابد من إعادة حل المسألة. 


-Y‏ زاد معامل X,‏ في دالة الهدف بمقدار A‏ ريالات» وزاد معامل :× في دالة الهدف بمقدار 
١‏ دنال ت 
حيث إن أحد المتغيرات متغير أساسى (X)‏ فنحتاج هنا لتطبيق قاعدة Jtt‏ 
r; = 0.48‏ ,16.6666 = رآ , 28 Ac,‏ 
Ac, = 10, I; = 14.2857, r4 = 0.70‏ 
21i = 1.18 < ¡1‏ 


تحليل الحساسية £v‏ 


با أن 1 ob Xr»‏ الحل الأمثل الحالى قد يتغير» وقد لا يتغير لكن قيمة دالة BA‏ ستتغير. 
f‏ - زاد معامل X,‏ في دالة الهدف بمقدار © ريالات ونقص معامل بلا في دالة SIDI‏ بمقدار ريالين. 
با أن كلا المتغيرين متغيران أساسيان» فنحتاج هنا لتطبيق قاعدة ./٠١١‏ 

^c, =5 ,1, = 16.6666, rı = 0.30 


Ac, = 2, D, = 5.8823, r4 = 0.34 


JI go Je ob 1 أن‎ le 
لا يتغير أي تبقى القيود النشطة نشطة.‎ - ١ 
لا تتغير.‎ ol pull قيم‎ - 1 
قيمة دالة الهدف سوف تتغير» وتصبح:‎ Y 
New z-value = 1205 (42.857143) + 798 (8.571428) = 58482.857 
بمقدار‎ SABI ف دالة‎ Xy وزاذ معامل‎ ML, V0 بمقدار‎ Gs! ذالة‎ GX) زاد معامل‎ = 
ريالاات.‎ ١ 
./٠١١ أن كلا المتغيرين متغيران أساسيان» فنحتاج هنا لتطبيق قاعدة‎ lo 
Ac, = 15, I, = 16.6666, r, = 0.90 


Ac, = 10, I, = 72.7272, r, = 0.1375 
Sr; = 1.0375 > 1 


بها أن 1 Xr»‏ فإن الحل الأمثل الحالى قد يتغير وقد لا يتغير لكن قيمة دالة المدف ستتغير. 


5- نقص الجانب الأيمن للقيد الأول بمقدار ٠٠١‏ دقيقة» وزاد الجانب الأيمن للقيد الرابع 
Lua as‏ 

با أن القيد الأول والقيد الرابع قيدان غير نشطين والزيادة في كليهها ضمن المدى المسموح 
به» فإن الحل الأمثل SI‏ 

-١‏ لايتغير أي تبقى القيود النشطة نشطة. 

-1١‏ قيم المتغيرات لا تتغير. 

-Y‏ قيمة دالة المدف لا تتغير. 

ab; -۷‏ الجانب الأيمن للقيد الرابع بمقدار ٠٠١‏ مترء وللقيد الخامس بمقدار ٠١‏ كيلو 
ونقص الجانب الأيمن للقيد الأول بمقدار 0٠ ٠‏ دقيقة. 


TES‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


بها أن القيد الأول والرابع والخامس قيودٌ غير نشطة والتغير كان ضمن المدى المسموح به إلا 
للقيد الأول فالنقصان خارج المدى المسموح en‏ فإن الحل الأمثل الحالي سيتغير» ولذلك لابد من 
إعادة حل المسألة لمعرفة أثر التغير على الحل الأمثل الحالي. 

-A‏ زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بمقدار ٠١‏ دقائق وللقيد الثالث بمقدار 0 دقائق. 

با أن القيد الثاني والقيد الثالث قيدان نشطان والزيادة (تغير موجب) في كليههما ضمن المدى 
المسموح به فلابد هنا من تطبيق قاعدة tt‏ 


10/150 


حيث إن 0.525 = Er‏ وهي أصغر من 1 » فإن الحل الأمثل ا حالي: 

-١‏ لايتغير أي تبقى القيود النشطة نشطة. 

X4 = قيم المتغيرات سوف تتغير وبحل المعادلات جبرياً تكون قيمة 44.857 = ,كا و‎ Y 
OY السابقة والتي تساوي صفراً؛ وذلك‎ WE قيمها تبقى على‎ Op أما باقي المتغيرات»‎ 6.0714 
التغير لم يؤثر على قيمة التكلفة المخفضة هم.‎ 

Z = 58685.71 قيمة دالة الهدف سوف تتغير وتصبح‎ -Y 


EDEN NN ساك‎ 
ef oe | om 





4- زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بمقدار ٠‏ دقائق» وللقيد الرابع بمقدار ه أمتار. 
با أن القيد الثاني قيدٌ cats‏ والقيد الرابع AS‏ غير نشط والزيادة (تغير موجب) في كليهما 
(SAM T‏ المسموح به فلابد هنا من تطبيق قاعدة VAED‏ 


os [o3 [o [o [X 





o | اه | ام‎ ™ | 
Co o ال‎ RR م‎ 





تحليل الحساسية ١‏ 


حيث إن 0.0667 = Dri‏ وهي أصغر من 1 e‏ فإن الحل الأمثل ال حالي : 

١‏ - لايتغير أي تبقى القيود النشطة نشطة. 

X e قيم المتغيرات سوف تتغير وبحل المعادلات جبرياً للقيود النشطة فقط تكون‎ -١ 
قيمها تبقى على حاها السابقة والتي تساوي صفراً؛‎ OD أما باقي المتغيرات»‎ CX, = 10 وقيمة‎ 2 
التغير لم يؤثر على قيمة التكلفة المخفضة هم.‎ OM وذلك‎ 

.7 = 58400 قيمة دالة الهدف سوف تتغير وتصبح‎ -Y 


5- زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بمقدار * Y‏ دقيقة» وللقيد الثالث بمقدار ٠١‏ دقائق 
(o‏ أن القيد الثاني والقيد الثالث قيدان نشطان والزيادة (تغير موجب) في كليهما ضمن المدى 


20/150 


10/10.909 





حيث إن 1.05 = Yr‏ وهى أكير من 1ء فإن الحل الأمثل الحالى قد يتغير» وقد لا يتغير حيث 
إن هذه القاعدة لا تعطينا أي معلومة os‏ آثر هذا التغيرى ولكن قيم المتغيرات وقيمة دالة ادف 
ستتغيران في الغالب» وهنا LY‏ من إعادة حل المسألة. 


TT‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


١-إنجاد‏ الحدود الدنيا والقصوى لمعاملات المتغرات als t‏ الهدف عندما تكون إشارة 
المعاملاات ake‏ 
عندما تكون إشارة المعاملات مختلفة» فإننا سنواجه مشكلة في إيجاد الحد الأدنى أو الحد 


الأعلى للتغير في معاملات المتغيرات في دالة المدف. سنستخدم Co, JU‏ لتوضيح ذلك: 


Max z = 20X, + 15X; 
Subject to: 


3X + 3A > 6 
x x <0 


X2 





الشكل رقم VO‏ , 0). يوضح الرسم البياني للمسألة 0,0( 


نلاحظ أن قيم الحل الأمثل odd‏ المسألة هى ((Z2100/3 , X1=2/3 , X3-4/3)‏ وذلك عند 
النقطة A‏ والتي تمثل تقاطع القيدين في الشكل VO‏ ,0( 


تحليل الحساسية £v‏ 


لتحديد المدى المسموح به فلابد أن نستخدم العلاقة بين معاملات المتغيرات في دالة المدف 
ومعاملات المتغيرات في القيود النشطة (جميع القيود في المسألة 1-0( والموضحة في العلاقة التالية: 


معامل Xi‏ في دالة الهدف معامل × في القيد النشط ١‏ 
معامل X;‏ في دالة الهمدف 1 معامل Xz‏ في القيد النشط i‏ 


نلاحظ كذلك أن إشارة معاملات المتغيرات في القيد الثاني ختلفةء ولذلك لابد من الحذر 
هنا عند إيجاد الحدود العليا والدنيا. فلو أردنا معرفة الحد الأدنى لمعامل ,× الذي يُبقى الحل الأمثل 
JAI‏ کا هو أي تبقى القيود النشنطة |S‏ هي» وقيم المتغيرات ى) هي مع تغير قيمة Ula‏ اللمهدف 
Objective Value )‏ (« فيجب ol‏ نتعامل - Lä‏ الأول؛ acy‏ كلما 2222 معامل alla t X‏ ادف 
فإن ميل دالة الهدف يكون أقرب إلى مساواة ميل القيد الأول» ولهذا فإن: 


معامل X,‏ في دالة abl‏ معامل × في القيد النشط الأول 
falas‏ يكف ABI ilo‏ 1 معامل GX)‏ القيد النشط الأول 
و بعد التعويض I‏ 
الحد الأدنى لمعامل 3X‏ دالة ادف 3 
15 3 


إذاء الحد الأدنى لمعامل × في دالة المدف = 15 


و بنفس الطريقة يمكن أن تكون العلاقة بين معاملات دالة الهدف ومعاملات القيد النشط 
GI‏ لکن Jas SU‏ أن هيل القید GUI‏ مرجب oh‏ كلا رادت alo ya X1‏ يؤل للك Jam ge‏ عدا 
أدنى آخر؛ وذلك لاختلاف إشارة معاملات المتغيرات في القيد GUI‏ 


معامل X,‏ في abl Ila‏ معامل × في القيد النشط الثاني 


معامل Xo‏ في دالة bl‏ معامل x;‏ في القيد النشط الثاني 


١ 8‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الا دارة 


و بعد التعويض «OU‏ 
الحد الأدنى لمعامل X,‏ في دالة idl‏ 6 


-3 15 


إذاء الحد الأدنى لمعامل × فى دالة المدف = 30- 

وحيث إن 15 أقرب من 30- لقيمة معامل ,× الحالية فى دالة الهدف. فإن الحد الأدنى يساوى 
Yo‏ أما الحد الأعلى فيساوي مالا نهاية لعدم وجود قيمة أكبر من قيمة المعامل ا حالي عند تعاملنا مع 
القيود النشطة. 


أما بالنسبة لمعامل X‏ في دالة الهدف op‏ الحد الأعلى: 


3 20 


الحد الأعلى لمعامل X;‏ في دالة 4h)‏ 3 


20 = فى دالة الهدف‎ Xo الحد الأعلى لمعامل‎ cs] 


والحد الأدنى لمعامل Xa‏ في دالة الهمدف يساوي: 
)20 0 


الحد الأدنى لمعامل X;‏ في دالة المدف 3 


إذاء الحد الأدنى لمعامل X»‏ فى Blo‏ الهدف = 10- 


الزيادة النقصان 
المتغير القمة الحالية الحد الأقصى الحد الأدنى TET led‏ 


Allowable Allowable 
Decrease Increase 


Lower Bound Upper Bound Current Value Variable 











تحليل الحساسية 154 


Y‏ - مشكلة حالة التحلل وتحليل الحساسية: 


(o, V) مسألة رقم‎ 
Max z= 10 Xq t LOX 
Subject to 
3X, 23 
X| <] 
6X, + 6X5< 12 
Xj, X5; 20 


الحل الآمثل هذه المسألة )1 (Z = 20, ×, = 1, X=‏ وحيث إننا في حالة تحلل (Degenerate‏ 
¢Case)‏ وذلك OY‏ عدد المتغيرات الأساسية الموجبة أقل من عدد القيود = و8 = ر8 = ,5 ,0 (Xi, X5»‏ 
(0» فإن نتائج تحليل الحساسية لا تكون ذات معنى فعال في حالة التحلل «(Nondegenerate Case)‏ أو 
أنها لا تعطي نفس المعنى في حالة عدم التحلل ]1986 [Gal T.,‏ لاحظ الفرق في الحدود الدنيا 
والقصوى لعاملات المتغيرات في alls‏ الهمدف» وقيم الجانب الأيمن والأسعار الثنائية للقيود في 
الجدول رقم e (6, V)‏ والجدول رقم A)‏ ,6( للمسألة رقم (5,1)) وقارنها مع نفس القيم في 
الجدول رقم (4 ,0( e‏ والجدول رقم Y)‏ ,0( للمسألة رقم A)‏ 0) بعد إعادة ترتيب القيود. هذا 
الاختلاف ناتج من حدوث حالة التحلل» ولذلك نتائج تحليل الحساسية لا تعطي معنى فعالاً لمتخذ 
القرار» ويجب الحذر في التعامل مع هذه التتائج. 


E, 


Mo C os سدح جع‎ 
o | a | يإ م‎ 


الجدول رقم V)‏ ,6( يوضح الحدود الدنيا والقصوى لقيم الجانب الأيمن والأسعار الثنائية للقيود للمسألة (OV)‏ 
_ اقيدالايكد [p‏ كر الس | د لتك 





فتاكت | ٠‏ | ٠ه‏ | هم | م ا 





مسألة رقم (8, 0). في هذه المسألة سنقوم فقط بتبديل ترتيب القيود للمسألة رقم CO, V)‏ 
فيكون الأول مكان الثالث والثالث مكان الأول. 


١‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


Max z= 10 X, + 15X; 
Subject to 
OX, +6X,< 12 
Xi <] 
3X, > 3 
برعم‎ X220 


.(Z220, Xi - 1, X2 1( المسألة‎ odd الحل الأمثل‎ 


دس i‏ يوضح الحدود الدنيا والقصوى لمعاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة A)‏ ,6 


سح يي سد ع سح م وح ما 





الجدول رقم CO, ٠١(‏ يوضح الحدود الدنيا والقصوى لقيم الجانب الأيمن والأسعار الثنائية للقيود للمسألة A)‏ , 8). 


| 12 0 A 








: | | € 6 
قد الثال 0 0 3 





النتائج السابقة تمت باستخدام برنامج 2 oN «DS for Windows‏ الحال ستبقى IS‏ باستخدام 
أي برنامح آخر WinQSB | Js‏ أو LINDO‏ « ولذلك يستحسن عدم الاعتماد على هذه النتائج» وإعادة 
حل AJ A‏ إدا كنا d‏ حالة NU‏ 


حليل الحساسية yo!‏ 


السؤال الأول: من خرجات برنامج Co, Y) LINDO‏ أجب على التالي» ولماذا؟ 
أ) املأ الفراغات في خر جات ‘LINDO gl p‏ 
ب) متى تكون ۷ موجبة؟ 

تكون W‏ موجبة إذا انخفضت قيمة معاملها فى دالة المدف بقيمة YA, Vo‏ ريالاً» أو ssi‏ أي 
أصبح YO‏ , | أو أقل. 

للتالي» ماذا يحدث للقيود النشطة وقيم المتغيرات ودالة ال هدف مع تحديد القيم إن أمكن. 
ولاذا: 

ج) ماذا يحدث لو نقص الجانب الأيمن للقيد الثالث ( الصف الرابع) بوحدتين؟ 

بها أن النقصان ضمن النقصان المسموح» والقيد الثالث A‏ غير نشط: 

القيود النشطة: لا تتغير القيود النشطة (الحل الأمثل لا يتغير) 

فيم المتغيرات: لاا تتغير قيم المتغيرات 

Al دالة‎ dod pad الهدف: لا‎ alls فيمة‎ 

د ) ماذا يحدث لو زاد الجانب الأيمن للقيد الرابع (الصف الخامس) بوحدتين؟ 

بها أن الزيادة ضمن المدى المسموح» والقيد الرابع قيد نشط: 

القيود النشطة: لا تتغير القيود النشطة (الحل الأمثل لا يتغير) 

5 A " 

فيم المتغيرات: ستتغير قيم المتغيرات. وبا أن 5 و۷ يساوي كل منهما صفراء ولن يتحولا إلى 

موجبين إلا بزيادة معاملههما في دالة الهدف بقيمة التكلفة المخفضة على الأقل» فستظل قيمتههما کا هى 
-6X - 4Y = -12‏ >== 2- بضرب المعادلة في >== 6= 2۷+ 3X‏ 
2X +4Y = 10‏ 
4X =-2 ==) X =0.5‏ 
3x +2 Y = 6 —— = 3(0.5) +2Y = 6 —— m JY = AS === 2 Y= 2.25‏ 
قيمة دالة اللمهدف: 
New z-value = 25(0.5) + 20(2.25) + 30(0) + 80)0( - 5‏ 
أو 


New z-value = Old z-value - {(ARHS, x Dual Price) } = 55 - {(2 x -1.25)] = 57.5 


YoY‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ه ) ماذا يحدث لو زاد معامل Y‏ في دالة الهمدف وأصبح EY o‏ 
بها أن الزيادة ضمن المدى المسموح والمتغير لا أساسى (موجب): 
القيود النشطة: لا تتغير القيود النشطة (الحل الأمثل لا يتغير) 
قيم المتغيرات: لا تتغير قيم المتغيرات 
قيمة دالة الهدف: ستتغير وتصبح» 


New z-value = 25(1) + 35(1.5) + 30(0) + 80(0) = 77.5 


Min 25X + 20Y + 30W + 80S 

Subject To 

40X + 20Y + 15W + 505 >= 50 

3X + 2Y =6 

2X -2Y + AW + 4S <=8 

2X+4Y+W+5S <- 8 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X 1.000000 
Y 1.500000 
W 0.000000 


5 0.000000 73.750000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 


2) 20.000000 0.000000 
3) 0.000000 -7.500000 
4) 3.000000 0.000000 
5) 0.000000 -1.250000 


NO. ITERATION5= 0 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOW ABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
X 25.000000 5.000000 59.000000 
Y 20.000000 49.333332 3.333333 
W 30.000000 INFINITY 28.750000 
5 80.000000 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOW ABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 50.000000 
3 6.000000 6.000000 1.333333 
4 8.000000 INFINITY 3.000000 
5 8.000000 4.000000 4.000000 


. (6, Y) LINDO حرجات برنامج‎ 


تحليل الحساسية yoY‏ 


السؤال الثاني: للمسألة التالية والمرسومة Cael)‏ أوجد التاى: 
Max z= 15X, + 20X,‏ 
.8.1 
X, +2X 2 10‏ 
6 > رھد ركرك 
6 > دير X,+‏ 
X), Xo <0‏ 


Payoff: 15.0 1ع‎ + 20.0 X2 120.0 


0 1 2 3 a 


Optimal Decisione(X1,xX 2): ( 0.0, 6.0) 
: 1.0X1 + 2OX2>= 10.0 

: 2.0X1- Z0XZ == 6.0 

: 7.0x1-^* 317.0X2 == 6.0 





CI‏ أوجد الزيادة المسموح بها لمعامل × في دالة الحدف؟ 
الزيادة المسموح بها لمعامل 1× في دالة الهدف = o‏ 
cl = 20--381- 20- 15-5‏ >=== = — 
ب) ما هو السعر SLA‏ للقيود الثلاثة؟ 
uai‏ الأول والثاني قيدان غير نشيطان» ولذلك فالسعر الثنائي يساوي 
صفراً لكل منهما. 
القيد الثالث قيدٌ نشطء ولذلك لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثالث بوحدة واحدة» فأصبح 
V‏ لصارت قيمة دالة الهدف الحديدة = VE" =No) e Y*(V)‏ وحيث إن دالة SIA‏ 
القديمة تساوي ob VY:‏ السعر الثنائي هو الفرق بين القيمتين ويساوي Ye‏ 


المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في SS‏ 


ot 

السؤال الأول: باستخدام خرجات LINDO gl y‏ التالية» ماذا يحدث للحل الأمثل (القيود 
النشطة) والمتغيرات» ودالة 324 € ولاذا للتالى من الأحداث: 
أ) إذا زاد الجانب الأيمن للقيد الثالث بوحدتين. 
ب) إذا انخفض الجانب الأيمن للقيد الثاني بخمس وحدات. 
ج ) إذا زاد الجانب الأيمن للقيد الأول بخمس وحدات. 
>( متى تكون قيمة Xa‏ موجبة؟ 
Min X, + 3X; + 2X4‏ 


Subject to: 

XI + AX; >= 
2X| + X4 >=10 
رک2‎ + 3X5 <=15 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 7.250000 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 

XI 5.000000 0.000000 

Xa 0.750000 0.000000 

X3 0.000000 1.875000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.000000 -0.750000 
3) 0.000000 -0.125000 
4) 2.750000 0.000000 


NO.ITERATIONS- 2 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 


VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 
Xi 1.000000 3.750000 0.250000 
X» 3.000000 1.000000 3.000000 
X3 2.000000 INFINITY 1.875000 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
P 8.000000 3.666667 3.000000 
3 10.000000 4.400000 10.000000 
| 15.000000 INFINITY 2.750000 


تحليل الحساسية loo‏ 


السؤال الثاني: للصيغة التالية والمرسومة في الأسفل: 


Max z= X + 2Y 
subject To: 


1( أوجد الحل الأمثل. 

ب) أوجد الزيادة المسموح ہا لكل قيدء ولماذا؟ 
ج ) إذا زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بوحدتين» ما هو الحل الأمثل» ولماذا؟ 
>( ماهوالمدى المسموح به للمتغير X‏ € 





السؤال الثالث: للصيغة التالية: 


Min w = AY, + 3Y; + Yi 
S.1. 


Y, -2Y, + Yi22 
Yi- Y¥2-Y3= 
Y,unr, Y; <0, ناح ول‎ 


ب) أوجد الجدول الأول لحل هذه المسألة باستخدام السمبلكس. 


101 المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


السؤال الرابع: للبيانات الموجودة في خرجات برنامج LINDO‏ المرفق في الصفحة AJLI‏ 
أجب عن التالي باختيار الإجابة المناسبة: 


لو زاد معامل X»‏ في دالة الهدف وأصبح 7 6 Ol‏ قيمة دالة الهدف تصبح: 


أ تزيد ب) تنقص 
ج)لا تتأثر ويكون لدينا حل بديل pleut (a5‏ 


لو نقص الجانب الأيمن للقيد الثاني وأصبح صفرأء فإن قيمة Xa‏ تصبح: 


لو alj‏ معامل X,‏ في دالة الحدف وأصبح op ١‏ قيمة دالة SAA!‏ تصبح: 


E تبت لسو‎ i pe "t (i 
ج )لا تتأثر د ) المعلومات غير كاملة‎ 


لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني بمقدار Y‏ وحدات» فإن قيمة دالة الهدف تصبح: 


V ve fü‏ باح يم 
ج) لا يمكن حسابها G‏ اتال 


لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثالث بمقدار ٠١‏ وحدات. OP‏ قيمة با تصبح: 


آ) ۰ ٤‏ ب)86,949494 
ج ) لا تتاثر د ) غير ذلك 


١ الحساسية بات‎ [ole 


Min 6X, T A» T 3X3 -2X4 


Subject to 
X| + X2 <= 42 
2X,;-3X5- X4- X, >= 10 
xX, + 2X3 + X4 = 30 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) — 46,66667 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 

XI 0.000000 7.000000 

Xa 13.333333 0.000000 

X3 0.000000 6.666667 

X4 30.000000 0.000000 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 28,666666 0,000000 

3) 0,000000 -0,333333 

4) 0,000000 1.666667 


NO.ITERATIONS- 3 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOW ABLE ALLOW ABLE 


COEF INCREASE DECREASE 
Xi 6.000000 INFINITY 7.000000 
Xa 1.000000 7.000000 1.000000 
X3 3.000000 INFINITY 6.666667 
X4 -2.000000 3.333333 INFINITY 
RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 
2 = 42,000000 INFINITY 28.666666 
3 10,Q000000 82,999992 39,999996 
4 30,000000 . 85,999992 30,000000 


السؤال الخامس: باستخدام مخرجات LINDO gli y‏ في الصفحة التالية» أجب عن التالي 
مع إيجاد قيم المتغيرات الجديدة» وقيمة دالة الهدف فيا لو تغيرت: 

١-ماهى‏ القيود النشطة والقيود غير النشطة؟ 

yO E للحل الأمثل لو أن‎ m ماذا‎ — Y 

YL Yo تكلف‎ X; يحدث للحل الأمئل لو آن‎ GL -Y 

5 - ماذا يحدث للحل الأمثل لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني» وأصبح A‏ وحدات؟ 

ه - ماذا يحدث للحل الأمثل لو زاد الجانب الأيمن للقيد الأول 100 وحدة؟ 

5- ماهو معامل X4‏ في دالة ادف الذي يجعلها موجبة؟ 
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-١‏ متى تصبح القيود غير النشطة نشطة بدون تغيير معاملات dl dls‏ ولا الجانب 
الأيمن للقيود؟ 


MIN 50X1 +20 X2 + 30 X3 + 80X4 

5.1 
2) 400 Xl + 200 X2 + 150 X3 + 500 X4 >= 0 
3) 3X1+ 2X2 >= 6 
4) 2X1+ 2X2+ 4X3+ 4X4>= 10 
5) ل‎ 21 + 4X2 K+ SX45= 8 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) | 90.00000 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
XI 0.000000 2 7.500000 
X2 3.000000 0.000000 
X3 1.000000 0.000000 
X4 0.000000 50.000000 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 


2) 250.000000 0.000000 
3) 0.000000 -2.500000 
4) 0.000000 - 7.500000 
5) 5.000000 0.000000 


NO.ITERATIONS- 2 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 


OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


COEF INCREASE DECREASE 
Xl 50.000000 INFINITY 27.500000 
X2 20.000000 18.333334 5.000000 
X3 30.000000 10.000000 30.000000 
x4 80.000000 INFINITY 50.000000 


RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 


RHS INCREASE DECREASE 
2 500.000000 250.000000 INFINITY 
3 6.000000 4.000000 2.557143 
4 10.000000 INFINITY 4.000000 
J 6.000000 5.000000 INFINITY 
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8- ماذا يحدث للحل الأمثل لو أن x‏ يكلف "١‏ ريالآء X; ol‏ تكلف Yo‏ ريالاً؟ 

4- ماذا يحدث للحل الأمثل لو أن x;‏ يكلف x, ol AU "٠‏ تكلف YL, Yo‏ 

Y‏ ماذا يحدث للحل الأمئل لو أن X;‏ يكلف Yo‏ ريالآء وأن X3‏ تكلف Yo‏ ریالا؟ 

-١١‏ ماذا يحدث للحل الأمثل لو زاد الجانب الأيمن للقيد الثاني» وأصبح A‏ وحدات. 
وزاد الجانب الأيمن للقيد الثالث» وأصبح VO‏ وحدة؟ 

5- ماذا يحدث للحل الأمثل لو نقص الحانب الأيمن للقيد الأول ٠٠١‏ وحدة, وزاد 
الجانب الأيمن للقيد الثالث» وأصبح ٠١‏ وحدة؟ 

۳ - ما هي العلاقة بين قيمة الجانب الأيمن للقيد الأول» وقيمة دالة الهدف؟ 

VE‏ - ما هي العلاقة بين قيمة الجانب الأيمن للقيد الثاني» وقيمة دالة المدف؟ 

24- ماهو السعر العادل لموارد Gdns Vio gall‏ 
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AAD‏ (ساوں 


LL. PU T | 
Duality 


من بيانات أي de y‏ خطية يمكن UJ‏ استخدام نفس البيانات لعمل برنامج خطى آخر» liag‏ 
البرنامج الخطی يسمى البرنامج الثنائى (Dual Problem)‏ للبرنامج .(Primal Problem) he!‏ 
والبرنامج الثنائى له منفعة حسابية واقتصادية ونظرية ]1983 .[Daellenbach et al,‏ لكن قبل VANUS‏ 
عن المنفعة من البرنامح الخطي الثنائي LY‏ من معرفة كيفية تحويل أي صياغة للبرمجة الخطية إلى 
الصباغة الثنائية AB aU Ul‏ 
لشرضن أن المسألة الأصلية (Primal Problem)‏ كانت على الشكل التالى ]2004 Winston,‏ [: 
Max z = cx‏ 
s.t.‏ 
ax <b‏ 
x20‏ 
حيث:» عبارة عن مصفوفة صفية (1xn)‏ وتمثل معاملات دالة الحمدف. 
x‏ عبارة عن مصفوفة عمودية (nx1)‏ وتمثل متغيرات القرار. 
a‏ عبارة عن مصفوفة (mxn)‏ وتمثل معاملات المتغيرات في القيود. 
b‏ عبارة عن مصفوفة عمودية (mx1)‏ وتمثل قيم الجانب الأيمن للقيود. 
ويمكن تمثيلها بالتالي: 
Max 7 = CX + C€;X5 + .....t C)Xp‏ 
s.t.‏ 
AX + Aj2X2 © ewan Ay Xn < b,‏ 


AX + 355X5 t... A,X S b, 


"ahhh 


d1X1 T d2X2 "eost mnn < Din 
Xis X5, sees Xn 2 


١11 
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: فتصبح كالتالي‎ (Dual Problem) الثنائية‎ JLM و عند تحويلها إلى‎ 
Min w = b'y 
s.t. 


a'y zc 
y20 


حيث C'I‏ مصفوفة عمودية (NX1)‏ مبدلة من ع » وتمثل قيم الجانب الأيمن للقيو د ASL‏ 

y‏ عبارة عن مصفوفة عمودية c(mx1)‏ وتمثل متغيرات الثنائية. 

a’‏ مصفوفة (nxm)‏ مبدلة من ca‏ وتمثل معاملات المتغيرات في القيود الثنائية. 

ا مصفوفة صفية (1xm)‏ مبدلة من ا » وتمثل معاملات دالة ال هدف الثنائية. 

PAIL ويمكن تمثيلها‎ 
0 w = biyi + boy; + غ.....‎ DmYm 
TU a11y1 + 321y2 T... AmıYm S © 


a12y1 + 23y2 ^... An2Vm S C2 


Anyi + 32ny2 t... Amn¥m S Ch 
Yrs Yos es Vm = 


كيف نحول صياغة البرمجة الخطية إلى الصياغة الثنائية المقابلة ÇU‏ 


(Winston, و‎ [Daellenbach et al, 1983] i JUJI Ael ab al JY! Hs لعمل هذا التحويل‎ 


أولاً: إذا كانت دالة Gal‏ ف المسألة الأصلية Max‏ « فإن دالة المدف فى المسألة الثنائية Min‏ 
LG‏ عدد المتغيرات aJ d‏ الثنائية يساوي عدد القيود في المسألة الأصلية» وعدد القيود 
في المسألة الثنائية يساوي عدد المتغيرات ف المسألة الأصلية. 

ثالثاً: معاملات المتغيرات في دالة المدف للمسألة الثنائية هي قيم الجانب الأيمن للمسألة 
الأصلية مرتبة كما هى في المسألة الأصلية» وقيم الجانب الأيمن في المسألة الثنائية هى قيم 
معاملات دالة الهدف في المسألة الأصلية بدون الإخلال بالترتيب كذلك. 


. 2004 [| 


ه رابعاً: معاملات القيد G)‏ لجميع المتغيرات في المسألة الثنائية هي نفس معاملات المتغير G)‏ 


لجميع القيود في المسألة الأصلية مع مراعاة الترتيب. ( يلاحظ أننا استخدمنا الرمز OY eG)‏ 
المتغيرات في المسألة الأصلية تأخذ هذا الرمزء وبالتالي القيود في المسألة الثنائية تأخذ نفس 
الرمز) 


iar o 


à G خامسا: اتجاه القيد (ز) فى المسألة الثنائية يكون على شكل )=( إذا وإذا فقط كان المتغير‎ e 
في المسألة الثنائية يكون غير محدد‎ (i) والمتغير‎ (URS) المسألة الأصلية غير محدد الإشارة‎ 
.)-( الإشارة إذا وإذا فقط كان اتجاه القيد (1) في المسألة الأصلية على شكل‎ 

ه٠‏ سادساً: بعد تطبيق الفقرة الخامسة» إذا كانت دالة الممدف ف المسألة الأصلية Max‏ فأعط باقى 
القيود في المسألة الثنائية اتجاهاً SUE‏ لاتجاهات المتغيرات في المسالة الأصلية: lel,‏ 
المتغيرات في المسالة الثنائية اتجاهاً WE‏ لاتجاهات القيود في المسألة الأصلية. 

e‏ سابعاً: بعد تطبيق الفقرة الخامسة» إذا كانت دالة الهدف في المسألة الأصلية Min‏ فأعط باقي 
القيود في المسألة الثنائية اتجاهاً (Jus‏ لاتجاهات المتغيرات في المسألة الأصلية» وأعط 
المتغيرات فى المسالة الثنائية اتجاهاً تماثلاً لاتجاهات القيود في المسألة الأصلية. 


مثال على التحويل إلى المسألة الثنائية: 
i]‏ كانت JC‏ الأضلية كالتالى: 
Minz-2X,« X,- X;‏ 


s.t. 
A1 + A3 = 23 = 1 
2X3 + 2X; < 3 
2X1 —3X; <-6 


X; 20, A, S0, X,: URS 


لتحويل هذه المسألة إلى شكل المسألة الثنائية سنقوم بتطبيق القواعد السابقة كا يل: 

من الفقرة الأولى نحول دالة المدف من Min‏ إلى «Max‏ وحيث إن عدد القيود في المسألة 
الأصلية أربعة» وعدد المتغيرات ثلاثة فيكون لدينا أربع متغيرات في المسألة الثنائية نسميها بأسماء 
dake‏ عن المتغيرات في المسألة الأصلية ولتكن Ys Yu)‏ ,ولا (V1,‏ وثلاثة قيود» وذلك |S‏ هو موضح 
في الفقرة الثانية. هذا التغيير نمثل بالشكل التاي: 


Max fi = Yı Y; Y: Yı 
Yi Y: Ys ١ 
Yi Y. Y; Ya 
Yı Yə Y3 Y4 


الفقرة الثالثة تشير إلى أن معاملات المتغيرات في دالة الهمدف للمسالة الثنائية» هى نفس قيم 
الجانب الأيمن للقيود في المسالة الأصلية» وفي الوقت نفسه تكون قيم الجانب اليمن للمسألة الثنائية 
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هى معاملات المتغيرات في دالة المدف للمسألة الأصلية ويمكن تمثيل هذا التغيير كالتالي: 


Max 7 - Y1 + 8 Y2 + 3 Y3 0 6 Y4 
Yl Y2 Y3 Y4 2 
Y] Y2 Y3 Y4 | 
Y] Y2 Y3 Y4 — l 


الفقرة الرابعة تهتم بتحديد معاملات المتغيرات في المسألة الثنائية» وحيث إن الصفوف في 
JL‏ الثنائية هي الأعمدة في المسألة الأصلية فيمكن تطبيق ذلك بتحويل معاملات العمود الأول 
(المتغير (X,‏ للقيود في المسألة الأصلية إلى معاملات المتغيرات الثنائية في الصف الأول (القيد 
(Ss‏ وهكذا بالنسبة للعمود الثاني في المسألة الأصلية إلى الصف الثاني في المسألة الثنائية» ونستمر 
حتى ننتهي من جميع القيود في المسألة الثنائية. هذا التغيير موضح بالشكل التالي: 


Max £ = Y, + 8 Y: T 3 Ya — 06 Y, 
Yi + Y. Ya Tt 2 Vu 2 
Y | 2 Y T 2 Yı Yı l 
- 2¥ ك‎ X + X h = 3 ¥ - 53 


الفقرة الخامسة تتم بتحديد اتجاهات القيود والمتغيرات في المسألة الثنائية عندما تكون 
المتغيرات في المسألة الأصلية غير محددة LAY‏ والقيود في المسألة الأصلية على شكل معادلات )=( 
ففى مثالنا هذا المتغير الثالث في المسألة الأصلية غير sue‏ الإشارة «(Unrestricted in Sign)‏ وعليه 
فإن القيد الثالث للمسألة الثنائية يكون على شكل معادلة (الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن). 
كذلك Ob‏ القيد الأول في المسألة الأصلية على شكل معادلة» مما يعني أن المتغير الأول للمسألة 


الثنائية (Y1)‏ يكون غير محدد الإشارة. الشكل التالي يمثل التغيرات التى حدثت حتى هذه المرحلة: 


Max £ — Y; + 8 Ys + 3 Yi = û Y4 
Yı + 12 Y3 1 0 Y4 2 
Yı — 2 Ys + 2 Y3 Y 4 l 
- 2 Y| + 3 Y t 2 Y — 3 Ya = — | 


Y; a URS Ys Y, Ya 


بعد تطبيق الفقرة الخامسة نكون أمام خيارين الفقرة السادسة أو السابعة» وذلك يعتمد على 
ما إذا كانت دالة الهدف في المسألة الأصلية Max‏ أو .Min‏ فإن كانت دالة الهدف في المسألة الأصلية 
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Max‏ نطبق الفقرة السادسة» Ul‏ ]15 كانت دالة ال هدف فى المسألة الأصلية Min‏ فنطبق الفقرة السابعة. 
وهو ما سنقوم به حيث إن دالة ال هدف في المسالة الأصلية Min‏ من الفقرة السابعة يجب أن jsb‏ 
القيود في المسألة الثنائية اتجاهاً We‏ لاتجاهات المتغيرات في المسالة الأصليةء فعلى سبيل الال المتغير 
الأول فى المسألة الأصلية (X120)‏ مما يعنى أن القيد الأول للمسالة الثنائية سيأخذ WAI‏ مخالفاً 9( 
وهكذا بالنسبة لجميع القيود في المسألة TS‏ يجب أن تخالف اتجاهات المتغيرات في المسألة الأصلية. 
وفي الوقت نفسه فإن اتجاهات المتغيرات فى المسألة الثنائية يجب أن تكون LE‏ أو موافقة لاتجاهات 
القيود في المسالة الأصلية» ويمكن تمثيل ذلك في المتغير الثاني للمسألة الثنائية ولا » وحيث إن اتجاه 
القيد الثاني في المسألة الأصلية على شكل أكبر من OCS)‏ اتجاه ولا في المسالة الثنائية سيكون على 
شكل أكبر من (0<د۷)» ونستمر في تطبيق هذه القاعدة على بقية المتغيرات في المسألة الثنائية بجعلها 
ible‏ لاتجاهات القيود في المسألة الأصلية. التالي يمثل الشكل النهائى للمسألة الثنائية: 


Max w= Yı + SY- + 3Y, — 6Y, 


s.t. 
Yı + Y; T 2Y, > 2 
¥,-2Y2 +2Y; > 1 
-2Y, T 3Y, T 2Y, = JY, z-—l 
Yi è URS, Y¥,2 0, ¥;<0, Y,z0 


الجدول رقم COU A)‏ يوضح المسألة الأصلية والمسألة الثنائية المقابلة ها. 
المسالة الثنائية Dual Problem‏ المسألة الأصلية Primal Problem‏ 











Minz-2X,4 X- X4 Max w= Y,48Y;43Y, —6Y, 
s.l. S.l. 
Xp Co Yi Y, + >ولآ2‎ 2 
37 248. : Y 23. qw. >] 
2X, + 2X4 -2Y, + 3Y; + 2Y4 - 3Y, - -1 
2 Ek Y, : URS, Y 20, Y <0, Y, > 0 
X o X SD Xs 





:[Gould et al, 1991] الاقتصادية للصيغة الثنائية‎ deal 
والحاجة للموارد للوحدة الواحدة:‎ 
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Cem [xw]. |] 
Ld > | wa 


ers 


الصيغة الرياضية هذه ULL‏ هى: 





Max z= ISX, + 20X35 تكبير الأرباح من بيع المنتجات‎ 
SL 
3X, + 5X; > 150 قيد الألواح الخشبية‎ 
Xi X220 


عند حل هذه ULM‏ نجد أن الحل الأمثل هو X1=30, X212, Z=690‏ والآن إذا أردنا حل 
الصيغة الثنائية لهذه المسألة» OB‏ المتغير الأول لدينا Yi‏ يمثل القيمة النقدية الحقيقية التي يستحقها 
اللوح الخشبي الواحد من وجهة نظر إدارة المصنع؛ وذلك OM‏ القيد الأول في المسألة الأصلية هو 
13 الألواح الخشبية والمتغير الثاني دلا يمثل القيمة النقدية الحقيقية التى تستحقها ساعة العمل 
الواحدة من وجهة نظر إدارة المصنع؛ وذلك OY‏ القيد الثاني في المسألة الأصلية هو قيد ساعات 
العمل. فإذا أرادت الإدارة تخفيض تكلفة الموارد فستكون دالة المدف كالتالي: 


Min w= 1505 + 0 


و لكن Gad‏ هذا الهدف يشترط ألا يقل ربح الكرسى الواحد عن 15 VL,‏ وللطاولة 
الواحدة عن 20 VL,‏ وعليه فستكون القيود بالشكل التالى : 
15 ج داك + 3Y,‏ 
5Y, + 5Y» > 0‏ 


في ظل أن القيمة النقدية التي يستحقها اللوح الخشبي الواحد وساعة العمل الواحدة قيمة 


Y, ¥2 20 


إن هذه الصيغة هى الصيغة الثنائية للمسألة الأصلية كما يل : 


الاد ةة 11 ١‏ 


Min w = 150Y, + 180Y; تصغير تكاليف المو ارد‎ 
S.T. 

3Y, + 4Y, 2 15 "EX hac. . 

قيد الحد الأدنى من أرباح إنتاج الكراسي [dea‏ 

قيد ا لحد الأدنى من أرباح إنتاج الطاولات eee‏ ا 


Y y 0 


OF!‏ عند حل هذه UL‏ نجد أن الحل الأمثل هو Y2=3, W=690‏ ,1رلا » وهذا يعني أن 
السعر الثنائي (سعر الظل) للوح الخشبي الواحد هو ريال oly‏ والسعر الثنائي لساعة العمل 
الواحدة هو ” ريالات» وهذه الأسعار هى الأسعار الحقيقة التي تستحقها هذه الموارد بغض النظر 
عن السعر السوقى لماء ما يساعد الإدارة في اتخاذ القرارات الصحيحة والمناسبة فيا بحص مواردها. 


ما هي الحالات الممكنة الحدوث عند حل أى مسألة ثنائية؟ ]2004 [Winston,‏ 

هناك علاقة بين المسالة الأصلية والمسألة الثنائية عند الحل فقد يتبادر إلى الذهن أننا عند أي 
IL‏ من الحالات الثلاث (حل أمثلء حل غير ose‏ المسألة غير ase‏ الحل)عند حل JLU‏ 
الأصلية سنواجه بثلاث حالات كذلك عند حل المسألة الثنائية تقابل كل UE‏ من OVE‏ حل 
JL‏ الأصلية» مما يعني أننا سنكون ell‏ تسع حالات لحل المسألة الثنائية. لكن هذا الأمر غير 
صحيح كما هو نمثل في الجدول التالي» حيث سيكون لدينا أربع حالات فقط : 


الجدول رقم OU‏ الحالات الممكنة الحدوث عند حل أي مسألة ثنائية. 








Ll‏ إذا كان الحل Use‏ لكن في حالة التحلل للمسألة الأصلية» op‏ الحل في المسألة الثنائية 
يكون cest‏ والحل متعدد. وإذا كان الحل ممكناً في المسألة الأصلية» ويوجد حل متعدد. فالحل تمكن 
في TL‏ الثنائية» ولكن في ظل وجود حالة تحلل. 


31A‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


تماريبن 
السؤال الأول: هات المسألة الثنائية لصياغة البرنامج الخطي التالي: 


Min w = 2X, + X; - X, 

s.t. 
Xi + X -X23 
X1-N;- X422 
X;+X3;<3 
A, = Û, X, S 0, X4: unr 


: AUI السؤال الثاني: هات الصيغة الثنائية للبرنامج الخطي‎ 
Max z = -2X, - X,+ X 5X, 
s.t. 
AX, + M+ A+ 4X4 > 3 
4X, + X,— 3X, 22 
1.5X, + Xa =1 
20X;unrX,z0X,, X, 


السنؤال DL asl deal! ole SU‏ الأصلبة الثالية: 


الصيغة الثنائية الصيغة الأصلية 
Max 25X + 20Y + 30W + 5‏ | 
S.T.‏ 


40X  20Y + 15W + 508 = 50 


3X + 2Y =0 

2X t 2Y + 4W + 48 > 8 
2X%+4Y+ W+5S8S28 
X> 0, Y:unr > 0, W< 0, S2 0 
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yw) Qj) 


مسالة النقل 


Transportation Problem 


مسألة النقل من تطبيقات البرمجة الخطية» والتي ظهرت في العام ١٤۱۹م‏ عن طريق 
F. L. Hitchcock‏ والتى يمكن تعريفها Ahmed et al, 2016] JUL‏ [: 

تهتم مسألة النقل نموذجًا من ناذج de JE‏ الخطية بتخفيض التكاليف الخاصة بإمداد 
متطلبات لمواقع متعددة من مصادر متعددة» وهذه التكاليف تختلف باختلاف موقع المصدر» وموقع 
الطلب. 

و تواجه الإدارة هذه المشكلة عندما تريد نقل منتجات معينة من مصادر (مثل المصانع) إلى 
مواقع الطلب (مثل نقاط التوزيع)ء وعليه تحاول الإدارة تخفيض التكلفة الخاصة بنقل هذه المتتجات 
عن طريق تحديد التشكيلة المثلى أو الاختيار الأمثل لطرق النقل التي يمكن فيها تخفيض التكلفة مع 
الالتزام بقيود العرض والطلب. وتتكون مسألة النقل من التالي: 

de poe - ١‏ من مواقع الطلب عددها ٠١‏ والتي تنقل إليها المتتجات. فالموقع j‏ يمكن أن 
ينقل dj ad!‏ وحدة على الأقل. 

de pee!‏ من مواقع العرض عددها «m‏ والتي تنقل منها المتتجات. فالموقع 1 يمكن أن 
ينقل منه si‏ وحدة على الأكثر. 

٠'-تكلفة‏ نقل الوحدة الواحدة من موقع العرض 1 إلى موقع الطلب ز» والتي BE‏ 
بالرمز زه . 

Xj والتي تمثل بالرمز‎ ej -عدد الوحدات المنقولة من موقع العرض 1 إلى موقع الطلب‎ t 


\¥ | 


۷۲ المدخل إلى البرجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
وعليه» فإن الشكل العام للصيغة الرياضية هذه المسألة ستكون كالتالي: 


ٍ mi n 
Min w = 30 2. ja “i 
Subject to 


E» 1 žij > 8; (17 1,2,...,m) 
J71 

"t | | 
Sas Xu cu dye eui) 


120 


[Winston, هوخ ملاحظة أن مسائل النقل تحتوى على ثلاث حالاات رئيسية» وهي‎ LY s 
:2004] 

Y‏ -الكمية المعروضة تساوي الكمية المطلوية. 

١-الكمية‏ المعروضة ASÍ‏ من الكمية المطلوبة. 

۳-الكمية المعروضة أصغر من الكمية المطلوبة. 


الحالة الأولى: الكمية المعروضة تساوي الكمية المطلوبة: 

Lu‏ بالمثال التال لتوضيح طبيعة مسائل النقل: 

مسألة رقم ١(‏ , ۷). إحدى شركات OW‏ لديها ثلاث مزارع في كل من حرض» الخرج. 
وبريدة وتحرص الشركة على بيع منتجاتها في أربع نقاط توزيع» والتي تمثل أربع مناطق في ASLAM‏ 
فإذا كانت تكلفة نقل كل طن من OU‏ من كل مزرعة إلى كل نقطة توزيع بالريال السعودي. 
والكمية المطلوبة» والكمية المعروضة كا في الحدول رقم (V, Y)‏ 


(ia a EE AY, m. 

Eli Js a Rd sad a ee eee 
oo KERRIE 
oa o e mmm 


لحل هذه LM‏ يمكن لنا تعريف المتغيرات وكتابة الصيغة الرياضية كالتالى: 
Xij‏ عدد الوحدات المنقولة من المزرعة 1 إلى نقطة التوزيع (j=1,2,3,4 9 i=1,2,3 d->) j‏ 





wr مالالا‎ 


Min w = 110X; + 110X + 150X; -180X 4 + 70X5, + 120X55 + 150X 55 + 170X54 + 120X 3, 
T 140X; + 140X34 + 160X44 
Subject To 

Xi + Xp +X + X14 = 40 

Xa] + A2 + X23 T Aw = = 0 

X31 + X39 + X33 + X44 = 0 

X11 + Xa X34 =35 

Mo + Xoo X3; = 30 

A13 T X23 + A33= = 30 

x TX + X225 

Xj 2 Û (for i=] 20 and j=1,2,3,4) 


نا حف läs (=) WEES Ll‏ بدلا هرد أكبر من أو أصغر من ؟ BN SUS s‏ هذه ASIA‏ هى 
حالة التعادل» حيث إن الكمية المعروضة تساوي الكمية المطلوبة. الجدول رقم (Y, Y)‏ يمثل حل 
هذه JL‏ باستخدام برنامج (LINDO‏ 


الجدول رقم (VY)‏ يوضح مخرجات برنامج LINDO‏ للمسألة رقم (V, D‏ 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 14200,00 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 
5.000000 0.000000 
30.000000 0.000000 
5.000000 0.000000 
0.000000 10.000000 
30.000000 0.000000 
0.000000 50.000000 
0.000000 40.000000 
0.000000 40.000000 
0.000000 20.000000 
0.000000 40.000000 
25.000000 0.000000 
25.000000 0.000000 





لكن هناك طرق أخرى لحل هذه المسألة أسرع من طريقة السمبلكس باستخدام ما يُسمى 
بجداول النقل» وتنقسم هذه الطرق إلى نوعين: 

-١‏ طرق لإيجاد حل dal‏ ممكن. 

-Y‏ طرق لإيجاد الحل الأمثل إن وجد. 


طرق ايجاد الحل الأول الممكن: 


.[Daellenbach et al, 1983] [Gould et al, 1991] a [Winston, 2004] انظر‎ 


\Vé‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


:(Northwest Corner Method) بي‎ pl Jes طريقة الركن‎ N "n 
النقل حتى يتمكن متخذ القرار من‎ XUI ممكن‎ Qul تسعى هذه الطريقة لإيجاد حل‎ 
استخدام هذا الحل الأولي» وتطويره لإيجاد الحل الأمثل إن أمكن. تقوم هذه الطريقة على تحديد‎ 
الخلية التي تقع في الركن الشالي الغربي» وهي خلية حرض/ الرياضء ومن ثم مقارنة الكمية‎ 
المعروضة من حرض مع الكمية المطلوبة من الرياض واختيار القيمة الأقل لوضعها في الخلية» ثم‎ 

طرح هذه القيمة من الكمية المعروضة من حرض والكمية المطلوبة من الرياض. 


خطوات طريقة الركن الشمالى الغربي: 
e‏ املا الخلية التي تقع في الركن الشمالي الغربي CELL;‏ للجدول بأكبر كمية ESE Xij‏ (ابداً 
(CELL ALL‏ بحيث تستوفي الشرط التالى -Xijg Max (Min (sd)‏ 
o‏ أعد تقييم عمود المعروض وصف المطلوب كالتالي: 
Xi New $i — Sj‏ 
X,—New dj = d,‏ 
o‏ أعد تطبيق الخطوات السابقة بعد التعديل (GIL)‏ وابدأ بالخلية التي تقع في الركن 
الشالى الغربي للمصفوفة الجديدة بعد الحذف. 


توضيح ذلك نقارن الكمية المعروضة من حرض» وهي Ub >١‏ مع الكمية المطلوبة من 
الرياض» وهي Lb Yo‏ وبا أن lb Yo‏ أقل فنضع في خلية حرض/ الرياض bb Yo‏ ثم نطرح هذه 
الكمية من الكمية المعروضة من حرض» وهي 5٠‏ طناً فيبقى o‏ أطنان» وكذلك نطرح هذه الكمية 
من الكمية المطلوبة من الرياض» وهي WELL Yo‏ يبقى شىء الجدول رقم (۷,۳) والجدول 
(V, £)‏ يبينان هذه العملية. نلاحظ أن الكمية المطلوبة من الرياض أصبحت صفراء وعليه p‏ 
سنلغي التعامل مع جميع خلايا الرياضء ويتبقى UJ‏ 4 خلايا. 


vo مسألةالنقل‎ 


الجدول رقم (V Y)‏ يوضح الجدول الأول قبل تعبئة الخلايا. 





الخلية التي تقع في الركن الشمالي الغربي هي خلية حرض/ الدمام» وبمقارنة الكمية 
المعروضة (المتبقية) من حرض» وهي o‏ أطنان مع الكمية المطلوبة من الدمام» وهي bb ٠١‏ نجد أن 
الكمية المعروضة هي الأقل )0 أطنان)» وعليه نخصص هذه الكمية للخلية حرض/ الدمام» ثم 
نطرح هذه الكمية من الكمية المعروضة (المتبقية) من حرض» وهي o‏ أطنان فيبقى صفر» وكذلك 


۱۷٦‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


نطرح هذه الكمية من الكمية المطلوبة من الدمام وهي Gb ٠‏ فيبقى bb Yo‏ الجدول رقم )0 (v,‏ 
يبين هذه العملية. نلاحظ أن الكمية المعروضة من حرض أصبحت صفراء فإننا سنلغي التعامل مع 
جميع خلايا حرض ويتبقى VU‏ خلايا. 

والخلية التي تقع في الركن J‏ الغربي هي خلية الخرج/ الدمام وبمقارنة الكمية 
المعروضة من الخرج» وهي Go ٠١‏ مع الكمية المطلوبة (المتبقية) من الدمام» وهي Yo‏ طناً نجد أن 
الكمية المطلوبة هي الأقل s (Lb Yo)‏ وعليه نخصص هذه الكمية للخلية الخرج/ الدمام» ثم نطرح 
هذه الكمية من الكمية المعروضة من الخرج» وهي Gb ١‏ فيبقى OLLI o‏ وكذلك نطرح هذه 
الكمية من الكمية المطلوبة (المتبقية) من الدمام» وهي Yo‏ طناً؛ فيبقى صفرء الجدول رقم (VO‏ 
يبين هذه العملية. نلاحظ أن الكمية المطلوبة من الدمام أصبحت صفراء وعليه فإننا سنلغي التعامل 
مع جميع خلايا الدمام ويتبقى LAS EW‏ 


الجدول رقم , ۷). يوضح الجدول الأول بعد تحديد الكمية في العمود الثاني. 








الخلية التي تقع في الركن الشالي الغربي هي خلية الخرج/ جدة» وبمقارنة الكمية المعروضة 
(المتبقية) من الخرج» وهي OLLI o‏ مع الكمية المطلوبة من جدة» وهي Gl ٠١‏ نجد أن الكمية 
المعروضة (المتبقية) هي الأقل (5 (OLLI‏ ولذلك نخصص هذه الكمية للخلية الخرج/ جدة» ثم 
نطرح هذه الكمية من الكمية المعروضة (المتبقية) من الخرج» وهي o‏ أطنان فيبقى صفر» وكذلك 
نطرح هذه الكمية من الكمية المطلوبة من جدة؛ وهي ٠٠١‏ طناً فيبقى ele Yo‏ الجدول رقم (V, V)‏ 
يبين هذه العملية. نلاحظ أن الكمية المعروضة من الخرج أصبحت صفراء فإننا سنلغي التعامل مع 
جميع خلايا الخرج ويتبقى U‏ خحليتين. 


VY مسألةالنقل‎ 


الجدول رقم (۷,۷). يوضح الحدول الأول بعد تحديد الكمية في العمود الثاني والصف الثاني. 





بقي UJ‏ الآن خليتان يخصان ما هو معروض من بريدة cb ٠١‏ وما هو مطلوب من جدة 
Gb Yo tal‏ لكل cea‏ نخصص لمحدة ما تحتاجه وهو Lb Yo‏ والباقي Gb Yo‏ لأبماء ولذلك يبقى 
صفر من الكمية المعروضة من بريدة ويبقى صفر لكل من الكمية المطلوبة من جدة Lely‏ الجدول 
رقم (۸, ۷) يمثل الحل الأولي الممكن لهذه المسألة باستخدام طريقة الركن eI‏ الغربي. يمكن 
حساب قيمة التكلفة الكلية (ت. ك) لعملية النقل هذه SSS‏ 


-[(Y1*«xYo)-(Ní«xYo)-(Vo*«xo)-(YAY«xYo)4-(M 1 «xo)o(N ١ «xYo)]2 ت. كك‎ 
NL, ١ 2 6 ٠ 


Praet مط‎ ai a a iud V sida is a (v, A) الجدول رقم‎ 




















due 
بريدة(3)‎ 
" 


IVA‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


:(Minimum Cost Method) طريقة أقل التكاليف‎ jer 
إلى إيجاد‎ Gaye تقوم هذه الطريقة على مبدأ أن التكاليف هي العنصر المهم في المسألة» ولهذا‎ 
عبر تخفيض تكلفة النقل على أمل أن يساهم هذا المبدأ في تقليل عدد الجداول اللازمة‎ Se حل أولي‎ 

للوصول للحل الأمثل إن وجد. تبدأ هذه الطريقة كالتالي: 


خطوات طريقة أقل التكاليف: 
e‏ حدد الخلية CELL;‏ ذات التكلفة الأقل فى الجدول. (عند التعادل اختر عشوائياً) 
e‏ املا الخلية CELL;‏ المختارة بأكبر كمية XS Xij‏ بحيث تستوفي الشرط التالى : 


1 ترم‎ 1 Min (s;.di) j 


. أعد تقييم عمود المعروض وصف المطلوب كالتالي: 


Xii NEW S; = Sj 


Xi New d; = d; 
من‎ j احذف العمود‎ diss; احذف الصف 1 من التقييم» أما ]13 كانت‎ si«d; إذا كانت‎ e 


JI 
إذا كانت زل=ء احذف الصف 1 والعمود [ من التقييم.‎ o 
أعد تطبيق الخطوات السابقة بعد التعديل على ما تبقى من خلايا مرة أخرى حتى يتم‎ o 
حذف جميع الصفوف والأعمدة.‎ 
نلاحظ أن‎ .(V, Y) لإيضاح ذلك يمكن لنا استخدام المسألة السابقة في الجدول رقم‎ 
ريالاً) من بين كل الخلاياء ومن ثم نملا هذه الخلية‎ Ye) هي الأقل‎ CELLS, تكلفة النقل في الخلية‎ 
حيث هي الكمية الأقل بين الكمية المعروضة من الخرج» والكمية المطلوبة من‎ LL ٠١ بالكمية‎ 
الرياض» ونحذف الصف الثاني (الخرج) من التقييم الجديد حيث إن الكمية المعروضة له أصبحت‎ 
(V, A) صفراً والكمية المطلوبة للرياض أصبحت 0 أطنان» کا هو موضح في الجدول رقم‎ 
حيث‎ CELL 12 والخلية‎ CELL; وذلك في الخلية‎ ١٠١١ أقل تكلفة نقل للخلايا الأخرى هى‎ 
أطنان حيث‎ o (عشوائياً)ء ونملأها بالكمية‎ CELL, إن التكلفة متساوية في الخليتين. نختار الخلية‎ 
هي الكمية الأقل بين الكمية المعروضة من حرض والكمية المتبقية المطلوبة من الرياض» ونحذف‎ 
والكمية‎ cl io العمود الأول (الرياض) من التقييم الجديد» حيث إن الكمية المطلوبة منه أصبحت‎ 
(V, ٠١( طناء كا هو موضح في الجدول رقم‎ Yo المعروضة لحرض أصبحت‎ 


IVA‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


:(Minimum Cost Method) طريقة أقل التكاليف‎ jer 
إلى إيجاد‎ Gaye تقوم هذه الطريقة على مبدأ أن التكاليف هي العنصر المهم في المسألة» ولهذا‎ 
عبر تخفيض تكلفة النقل على أمل أن يساهم هذا المبدأ في تقليل عدد الجداول اللازمة‎ Se حل أولي‎ 

للوصول للحل الأمثل إن وجد. تبدأ هذه الطريقة كالتالي: 


خطوات طريقة أقل التكاليف: 
e‏ حدد الخلية CELL;‏ ذات التكلفة الأقل فى الجدول. (عند التعادل اختر عشوائياً) 
e‏ املا الخلية CELL;‏ المختارة بأكبر كمية XS Xij‏ بحيث تستوفي الشرط التالى : 


1 ترم‎ 1 Min (s;.di) j 


. أعد تقييم عمود المعروض وصف المطلوب كالتالي: 


Xii NEW S; = Sj 


Xi New d; = d; 
من‎ j احذف العمود‎ diss; احذف الصف 1 من التقييم» أما ]13 كانت‎ si«d; إذا كانت‎ e 


JI 
إذا كانت زل=ء احذف الصف 1 والعمود [ من التقييم.‎ o 
أعد تطبيق الخطوات السابقة بعد التعديل على ما تبقى من خلايا مرة أخرى حتى يتم‎ o 
حذف جميع الصفوف والأعمدة.‎ 
نلاحظ أن‎ .(V, Y) لإيضاح ذلك يمكن لنا استخدام المسألة السابقة في الجدول رقم‎ 
ريالاً) من بين كل الخلاياء ومن ثم نملا هذه الخلية‎ Ye) هي الأقل‎ CELLS, تكلفة النقل في الخلية‎ 
حيث هي الكمية الأقل بين الكمية المعروضة من الخرج» والكمية المطلوبة من‎ LL ٠١ بالكمية‎ 
الرياض» ونحذف الصف الثاني (الخرج) من التقييم الجديد حيث إن الكمية المعروضة له أصبحت‎ 
(V, A) صفراً والكمية المطلوبة للرياض أصبحت 0 أطنان» کا هو موضح في الجدول رقم‎ 
حيث‎ CELL 12 والخلية‎ CELL; وذلك في الخلية‎ ١٠١١ أقل تكلفة نقل للخلايا الأخرى هى‎ 
أطنان حيث‎ o (عشوائياً)ء ونملأها بالكمية‎ CELL, إن التكلفة متساوية في الخليتين. نختار الخلية‎ 
هي الكمية الأقل بين الكمية المعروضة من حرض والكمية المتبقية المطلوبة من الرياض» ونحذف‎ 
والكمية‎ cl io العمود الأول (الرياض) من التقييم الجديد» حيث إن الكمية المطلوبة منه أصبحت‎ 
(V, ٠١( طناء كا هو موضح في الجدول رقم‎ Yo المعروضة لحرض أصبحت‎ 


مسألةالنتقل ۱۷۹ 


الجدول رقم (V9)‏ يوضح وضع أكبر كمية بمكنة في الخلية رقم Y Y‏ وبالتالي يحذف الصف الثاني للاكتفاء. 


ست | ف 
)40 


ose | L-] لقا لضا‎ De 
oe |, 2) عا لضا‎ oe 
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أقل تكلفة نقل للخلايا المتبقية الأخرى هي ١٠١١ء‏ وذلك في الخلية CELL‏ نملا 
الخلية CELL;‏ بالكمية Ub 7٠١‏ حيث هي الكمية الأقل بين الكمية المتبقية المعروضة من حرض 
والكمية المطلوبة من الدمام» ونحذف العمود الثاني (الدمام) من التقييم الجديد» حيث إن 
الكمية المطلوبة منه أصبحت صفراً والكمية المعروضة لحرض أصبحت o‏ أطنان» كما هو 
موضح في الحدول رقم AV NV)‏ 

أقل تكلفة نقل للخلايا المتبقية الأخرى هى ١١٤٠ء‏ وذلك في الخلية CELL;‏ نملا 
الخلية CELLS;‏ بالكمية bb Ye‏ حيث هي الكمية الأقل بين الكمية المعروضة من بريدة: 
والكمية المطلوبة من جدةء ونحذف العمود الثالث (جدة) من التقييم الجديد» حيث إن الكمية 
المطلوبة منه أصبحت صفراً والكمية المعروضة لبريدة أصبحت Lb ٠١‏ کا هو موضح في 
الجدول رقم AY, AY)‏ 


۸۰ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


id sa cir n Mié tmi a (v, AN) الجدول رقم‎ 








ania tain i ibat manta i يوضح کت‎ (Y, NY) الجدول رقم‎ 











لم يبق إلا خليتين والخلية الأقل تكلفة هي الخلية CELL,‏ بتكلفة نقل تساوي YU; ١٠١‏ 
للطن. نملا هذه الخلية CELL,‏ بالكمية bb ٠١‏ حيث هي الكمية الأقل بين الكمية المتبقية 
المعروضة من بريدة والكمية المطلوبة من chel‏ ونحذف الصف الثالث (بريدة) من التقييم الجديد. 
حبق إن eS‏ ال PER‏ ايحت هت او الک الطلرية GY‏ اصح ةد el OST‏ بقى 
خلية واحدة نملؤها بالكمية المتبقية o‏ أطنان مطلوبة LY‏ ومعروضة من حرض. الجدول النهائي 
لإيجاد الحل الأول الممكن باستخدام طريقة أقل التكاليف موضح في الجدول رقم AV NY)‏ 


)A Y مسألةالنقل‎ 


lal s li 1 ألا يد‎ «ai Batu da AY, ie 


| eet |e | m 





-]) ١ TEXT EC) ير ع‎ ECV xX )2( VA» xo)2-(A 1 ° x< 4) Y »xo0)]e S. 
رال‎ ETO 


:(Vogel Approximation Method) طريقة فو جل التقريبية‎ ‘SU 
لكل صف.‎ (Regret Cost) تقوم هذه الطريقة على أساس الأخذ في الاعتبار تكلفة الندم‎ 


خطوات طريقة فوجل التقريبية: 
٠‏ في كل صف احسب تكلفة الندم على أساس الفرق في التكلفة بين الخليتين صاحبتي 
التكلفة الأقل في الصف. dy‏ كل عمود» احسب تكلفة الندم على أساس الفرق في التكلفة 
بين الخليتين صاحبتى التكلفة الأقل في العمود. 
. اختر أعلى تكلفة ندم من كل الصفوف والأعمدة, (غند التعادل (Lil ane gl‏ 
e‏ في الصف أو العمود المختارء املا الخلية CELL;‏ ذات تكلفة النقل الأقل بأكبر كمية Xj‏ 
نمكنة بحيث تستوفي الشرط SUS)‏ 
X;=Max{ Min (s;,d;)}‏ 
ه أعد تقييم عمود المطلوب وصف pall‏ 5 كالتالي: 
X;—New s; = s;‏ 
Xi New d; = d;‏ 


VAY‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


e‏ إذا كانت s<d;‏ احذف الصف 1 من التقييم» أما إذا كانت diss;‏ احذف العمود j‏ من 
التق 
e‏ إذا كانت smd;‏ احذف الصف i‏ والعمود j‏ من التقييم. 
e‏ أعد تطبيق الخطوات السابقة على ما تبقى من خلايا مرة أخرى حتى يتم حذف جميع 
الصفوف والأعمدة مع مراعاة القيم الجديدة لتكلفة الندم. 
في مسألتنا السابقة رقم (V,‏ وفي جدول رقم (VY)‏ لو نظرنا إلى الصف الثاني مثلا 
والخاص بمزرعة الخرجء Ob‏ أقل تكلفة نقل للطن الواحد من الخرج سيكون للرياض بتكلفة 
تساوي ۷٠‏ ريالاً cola‏ ولكن لو اخترنا GU‏ أقل تكلفة نقل للطن من الخرج فستكون للدمام 
بتكلفة نقل تساوي YY*‏ ريالاء وهنا سنتكلف *0 ريالا إضافية AEU‏ من سوء اختيار المسار 
المناسب للنقل» وذلك باختيارنا النقل من الخرج إلى الدمام ao‏ من الرياض» وعليه فإن اختيار أي 
مسار لنقل الألبان من الخرج غير الرياض سيكلف +0 NU;‏ إضافية للطن الواحد على الأقل؛ 
وتعرف هذه التكلفة بتكلفة الندم أو العقوبة لعدم استخدام أفضل طريق JE‏ لمزرعة الخرج. (يمكن 
العودة للمراجع أعلاه للنظر في هذه الطريقة). 
لكن السؤال الذي نحتاج للإجابة عليه هل هذا الحل الأولي ch)‏ طريقة) هو الحل الأمثل؟ 
للتأكد من ذلك لابد من استخدام إحدى الطرق التالية: 


طرق لإيجاد الحل الأمثل: 


. Daellenbach et al, 1983] و‎ [Gould et al, 1991] و‎ [Winston, 2004] انظر‎ 


أو b y‏ الححر المتدحرج (Stepping Stone Method)‏ : 
تقوم هذه الطريقة على تقييم الخلايا الفارغة لتحديد ما إذا كان من المصلحة تحويلها إلى خلية 
مستخدمة» وهذه العملية تشبه عملية تحديد المتغير الداخل في طريقة السمبلكس عن طريق تقييم 
قيم 2-:© للمتغيرات غير الأساسية. في مثالنا هذا لدينا VY‏ متغيراً بعضها قيمته أكبر من الصفرء 
وهي المتغيرات الأساسية في هذه المرحلة من الحل GS)‏ جداول السمبلكس)» وبعضها يساوي 
الصفر» وهي المتغيرات غير الأساسية» والتى نريد أن نعرف هل من المصلحة تحويل أي منها إلى 

متغير أساسى . l‏ 
المتغيرات X31, X37)‏ ,ود X2‏ ,بر (Xi,‏ كلها متغيرات غير أساسية» وتساوي الصفر حيث 
pes‏ الكمية المنقولة مثلاً من حرض إلى جدة X13)‏ والتى تساوي الصفر حيث لم يتم نقل أي وحدة 


VAY مسألةالنقل‎ 


من حرض إلى جدة 3( هذه المرحلة من الحل). ولابد UJ‏ من معرفة المنفعة على التكلفة الكلية لو 
حولنا أحد هذه المتغيرات إلى متغير أساسي. لعمل ذلك نقوم بتقييم الخلايا غير المستخدمةء وذلك 
بنقل وحدة واحدة إلى إحدى هذه الخلاياء ودراسة الأثر الناتح عن عملية النقل الجديدة هذه على 
التكلفة الكلية الحالية» ومن ثم الانتقال إلى خلية أخرى لدراسة نفس OSV‏ وهكذا من خلية إلى 
أخرى حتى ننتهي من جميع الخلايا غير المستخدمة. إذا كان هناك منفعة تحسّن من قيمة التكلفة 
الكلية نختار الخلية التى تعطى هذه المنفعة» ونحوطا إلى خلية مستخدمة. تعتمد طريقة التقييم هذه 
على ما يسمى LL‏ المغلقة (Closed Loop)‏ والتي تمثل بشكل مضلع مغلق. 


خطوات طريقة الحجر المتدحرج باستخدام أسلوب مسار الحلقة المغلقة: 

[ul o‏ بخلية غير مستخدمة» وانقل إليها وحدة واحدة (إشارة C‏ مما سيؤدي إلى زيادة 
الكمية المعروضة» والكمية المطلوبة في صف وعمود الخلية . 

e‏ لعمل التوازن لابد من حذف وحدة واحدة (إشارة -) من نفس الصف خلية مستخدمة» 
وحذف وحدة واحدة من نفس العمود لخلية مستخدمة [ES‏ 

e‏ تستمر عملية الاضافة (إشارة +) والحذف (إشارة -) في خلايا مستخدمة حتى نحصل 
على مسار لمضلع مغلق ينتهي بالخلية غير المستخدمة التي بدأنا منها. 

٠‏ اجمع التكاليف في الخلايا التى أضفنا ها (إشارة +)» واطرحها من التكاليف في الخلايا 
التى حذفنا (إشارة -) منها. 

e‏ النتيجة تمثل التكلفة الحدية «Marginal Cost‏ وهي تعكس المنفعة Utility‏ أو pte)‏ المنفعة) 
على التكلفة الكلية > cl‏ نقل وحدة واحدة ويرمز لما بالرمز O‏ (هذه القيمة تشبه قيمة 
0-2 في جداول السمبلكس) 

e‏ طبق نفس الطريقة على جميع LOGI‏ غير المستخدمة» وقارن بين منفعة النقل (Ü)‏ لجميع 
الخلايا غير المستخدمة. 

iles ونفذ عليها‎ (Ü) اختر الخلية غير المستخدمة التي تعطي أصغر قيمة سالبة للمنفعة‎ o 
ذات‎ LAH موجودة في الخلايا ذات الاشارة السالبة إلى‎ hus النقل» وذلك بنقل أصغر‎ 
الاشارة الموجبة. )3( حالة تعظيم إيرادات النقل اختر الخلية غير المستخدمة التي تعطي‎ 
((U) قيمة موجبة للمنفعة‎ ASI 


\Ag‏ المدخل إلى ie di‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


شروط الحلقة المغلقة: 
o‏ مجموع عدد الخلايا عدد زوجي منها الخلية الأولى فقط غير مستخدمة. 
e‏ عددالإشارات الموجبة يساوي عدد الإشارات السالبة» ولا يزيد عن إشارة واحدة في 
كل صف وعمود. 
e‏ الخلية الأولى غير المستخدمة تكون إشارتها موجبة. 
o‏ عدد الأضلاع لا يقل عن أربعة أضلاع. 


للمسألة رقم (V, ١(‏ سنقوم بتقييم LIH‏ غير المستخدمة بناءً على ما ذكرناه سابقاً: 

بافتراض Gl‏ بدأنا بالحل الأولي من طريقة الركن الشمالي الغربي جدول رقم «V, A)‏ فإن 
كمية × للخلية (حرض / جدة) تساوي الصفرء حيث إنها خلية غير مستخدمة» وباستخدام 
أسلوب الحلقة المغلقة يمكن لنا عمل شكل مضلع» كا هو موضح في الجدول رقم CV, VE)‏ وذلك 
بوضع إشارة موجب )+( للخلية CELL);‏ والخلية «CELL?‏ وإشارة سالب (-) للخلية CELL‏ 
(CELL; "WERE‏ ومن ثم حساب قيم is‏ لا کہا یلی: 


Û, = 150 + 120— 110— 150 = +10 


الجدول رقم (V, V)‏ يوضح تقييم الخلية رقم ٠١‏ والتي تمثل المنفعة من استخدام هذه الخلية. 

















بالنسبة للخلية غير المستخدمة CELL;‏ يمكن UJ‏ عمل شكل مضلع باستخدام أسلوب 
الحلقة المغلقة كا هو موضح في الجدول (V, 0) JI‏ وذلك بوضع إشارة موجب )+( للخلية 
«CELL,‏ واطخلية «CELL5;‏ والخلية .CELL?;‏ وإشارة سالب )7( للخلية CELL‏ واطخلية (CELL);‏ 
CELL 2 ALH g‏ ¢ ومن ثم حساب قيم و Ù‏ کہا de‏ 


Ü, = 180 140 + 120— 160— 150— 1102 +20 


۸0 ja AL 


الجدول رقم ٠١(‏ , ۷). يوضح تقييم الخلية رقم ٠١‏ والتي تمثل المنفعة من استخدام هذه الخلية. 
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وهكذا بالنسبة لجميع الخلايا غير المستخدمة الأخرى. التالي يوضح النتائح النهائية لعملية 


U,;= 110 + 150 - 120 - 150 = +10 

20+ =110 — 150 — 160 — 120 + 140 + 180 = ورلا 
U,, = 70 + 110 — 110 — 120 = 0‏ 

Us, = 170 + 140— 160 - 150 = 0 

10+ =140 — 120 — 110 - 150 + 110 + 120 = رولا 
30+ = 140 — 120 — 150 + 140 = وو 


E 


نتائج عملية التقييم للخلايا غير المستخدمة 
NGI‏ إذا كانت مسألة النقل Min‏ (مسألة تخفيض (ASS‏ 

٠‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة D‏ سالبة لخلية واحدة على الأقل» اختر الخلية التى لدا 
أصغر قيمة سالبة» ونفذ عليها عملية النقل. 

e‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة Ü‏ موجبة لكل الخلايا غير المستخدمة» قف فقد وصلنا 
إلى الحل الأمثل. 

e‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة U‏ موجبة لكل الخلايا غير المستخدمة إلا لخلية واحدة 
على الأقل قيمة لا تساوي الصفرء فقد وصلنا إلى الحل الأمثل» ولكن هناك حل بديل عند 
التنفيذ في الخلية التى لديها القيمة صفر. 


ثانياً: إذا كانت مسألة النقل Max‏ (مسألة تعظيم إيرادات): 
e‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة Ü‏ موجبة لخلية واحدة على BI‏ اختر الخلية التى 
لديها أكير قيمة موجبة ونفذ عليها عملية النقل. 


A‏ ادحل إلى de I‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


e‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة U‏ سالبة لكل الخلايا غير المستخدمة» قف فقد وصلنا 
إلى الحل الأمثل. 

e‏ إذا أظهرت عملية التقييم أن قيمة 0 سالبة لكل الخلايا غير المستخدمة إلا لخلية واحدة 
على الأقل قيمة 0 تساوي الصفرء فقد وصلنا إلى الحل الأمثلء ولكن هناك حل بديل عند 

التنفيذ في الخلية التي لديا القيمة صفر. 
أظهرت نتائح التقييم أن قيمة ,دلا هى أصغر قيمة JUS‏ وعليه يمكن تنفيذ عملية النقل 
عل هذه اخلية حيت إن SV‏ عل التكلفة الكلية هو التخفيض بقيمة NU) 5١‏ للطن الواحد. لك 
ماهي الكمية التي يمكن تنفيذ عملية النقل Lee‏ لصالح هذه الخلية. للإجابة عن هذا السؤال 
يمكن العودة إلى أسلوب الحلقة المغلقة التي تم تطبيقها على هذه الخلية CELL‏ بالعودة إلى مسار 
الحلقة المغلقة للخلية CELL;;‏ نجد LÍ‏ وضعنا إشارة موجب في الخلايا CELL 2 5 CELL;;‏ وإشارة 
سالب 3( «CELL» » CELL), LAHI‏ للخلايا التي فيها إشارة سالب «CELL ; CELL;;‏ نقارن بين 
الكميات Xn, Xi‏ ونطرح الكمية الأقل من كل من الخليتين» ثم نضيف هذه الكمية إلى الكميات 
Xia 3 Xa‏ في A az) TN Ax CELL; » CELL; LL‏ موضح d‏ الحدول رقم )17 ,1( Se~‏ 


A 11710, X 15—23U, X 51725, A 231—235, À 313—225, X 34—25 


(V, us‏ تاسک ا بتع "ad i sin min‏ تمثل ASÍ‏ منفعة ممكنة. 


pepe pe pes qu 





Ul‏ التكلفة الكلية فقد انخفضت بقيمة ٠١‏ ريالاً للطن» وحيث إن عملية التنفيذ قت على 
Yo‏ طن منقول إلى الخلية CELL;‏ فإن الانخفاض في التكلفة أصبح .)١156٠:-170<6٠(‏ ولذلك 
فالتكلفة الكلية تساوى: 


VAY jr ee 


ET £) ۹= YY0— 1010s = S). 
(TETTE TRE NT: 
(YYixYo0)-(Y£*«xYo)e-(N0*x0o)-(V*xYo0)-(Y V e«xY A 1° ×1 ° da 
NU, £ =] 


نستمر في عملية التحقق من وصولنا إلى الحل الأمثل كما وضحنا سابقاًء وذلك بتقييم LH‏ 


غير المستخدمة في الجدول الجديد» وسنستمر في عمل ذلك حتى الوصول إلى الحل الأمثل. 
0- = 110 — 100 — 70 + 100 = ورلا 
30— 1102 —150 — 160 — 70 + 140 + 180 = ورلا 
Un = 120 + 110— 110 — 70 = +50‏ 
0 1502 — 160 — 140 + 170 = ودلا 
U3, = 120 + 150 — 70 — 140 = +60‏ 
Us. = 140 + 110 + 150 — 110 — 70 — 140 = +80‏ 


أظهرت نتائج التقييم أن قيمة Us‏ هي أصغر قيمة سالبة» ومن ثم يمكن تنفيذ عملية النقل 
على هذه الخلية حيث إن BVI‏ على التكلفة الكلية هو التخفيض بقيمة *£ NU;‏ للطن الواحد 
وبالعودة إلى مسار الحلقة المغلقة للخلية CELL);‏ نجد أننا وضعنا إشارة موجب 3( CELL); LLH‏ 
«CELL; 5‏ وإشارة سالب في .CELL; ; CELL); (WA‏ وحيث إن الكمية ديكا أقل من > الكمية Xii‏ 
فإننا نطر 2 الكمية (X23=5)‏ من الكمية في الخلية CELL»;‏ فتصبح X2575-5-0‏ » ومن الكمية في الخلية 
CELL:‏ فتصبح 10-5=5=,×» ونضيف هذه الكمية إلى الكميات في LAH‏ ذات الإشارة الموجبة 
فتصبح | 5دور× .X2)=305‏ نتيجة هذا AE‏ موضح في الحدول رقم Cum AV, VV)‏ ,1-5 
X425, X,,230, X33=25, X44-25‏ ,22-30 . 


الجدول رقم As eil ae zit ankaa a AV AV)‏ فت منفعة ممكنة. 





VAA‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


التكلفة الكلية انخفضت بقيمة *£ ريالاً للطن» وحيث إن عملية التنفيذ تمت على o‏ أطنان 
منقولة إلى الخلية «CELL;‏ فإن الانخفاض ف التكلفة أصبح (٠5>اه-٠١5).‏ ولذلك فالتكلفة 
الكلية تساوي: 


NU VEYe Yee Mé£e e = تلك‎ 


مرة أخرى نستمر في عملية التحقق من وصولنا إلى الحل الأمثل» وذلك بتقييم الخلايا غير 
المستخدمة في الجدول الجديد (VV)‏ باستخدام أسلوب الحلقة المغلقة. أظهرت عملية التقييم 
التالي : 


U4 = 180 + 140 — 160 — 150 = +10 

U- = 120 + 110— 110 — 70 = +50 

Us; = 150 + 110 - 150 - 70 = +40 

Us, = 170 + 140 + 110 — 160 — 150 — 70 = +40 
رو‎ = 1204+ 150 — 110 — 140 = +20 

U3, = 140 + 150— 110 — 140 = +40 


حيث إن جميع قيم Ü‏ موجبة والمطلوب تخفيض تكاليف النقل فقد وصلنا إلى الحل الأمثل 
كا في الجدول VV)‏ , ۷)ء وفيه سيتم نقل o‏ أطنان من حرض إلى الرياض و١ Ub‏ إلى الدمام» وه 
أطنان إلى جدة» ومن الخرج ١‏ طتا إلى الرياض» ومن بريدة Yo‏ طنا إلى جدة» و٠٠ Wb‏ إلى cl‏ 
وذلك بتكلفة كلية تساوی Quy ١57٠١‏ 


ICN 
| 


: Modified Distribution Method طريقة التور زيع المعدلة‎ : UU 
هذه الطريقة مشابهة إلى حي ما بطريقة الحجر المتدحرج» إلا آنا تستخدم المنفعة المستهلكة في‎ 
الخلايا المستخدمة لإيجاد المنفعة المفقودة للخلايا غير المستخدمة بأسلوب رياضىء أو بمعنى آخر‎ 

ols!‏ التكلفة الحدية لنقل وحدة واحدة إلى الخلية غير المستخدمة. 


خطوات طريقة التوزيع المعدلة: 

-١‏ أوجد الحل الأولي باستخدام أي طريقة شئت من الطرق السابقة LEY‏ الحل الأولي كما 
في الحدول (V, VA)‏ 

vj ja JU الجدول وارمز له‎ del :نا وصف‎ ye JU -أوجد عمود إلى يسار الجدول وارمز له‎ Y 
تمثل المنفعة المستهلكة للخلايا.‎ (uev) حيث‎ 

te sll‏ قيم vis ui‏ باستخدام المعادلة التالية للخلايا المستخدمة» (حيث المنفعة المفقودة 
تساوى صفر): 


\A4 


a | ee 


é 
Cj — Uy — vj = O أو‎ Ci = Uj + Vi 


٤‏ -أوجد المنفعة المفقودة أو التكلفة الحدية للخلايا غير المستخدمة kj‏ كالتالى: 


Kij = Cjj — Uj— V 


ه-اختر الخلية CELL;‏ ذات أصغر قيمة سالبة للمنفعة kj‏ (أكبر قيمة موجبة في حالة 


التعظيم). 


-طبق مسار الحلقة المغلقة على الخلية المختارة. 


i a A E Ll *- a* ù 3 a* 
اخختر الخلية غر المستخدمة الى ته‎ DE ادات‎ ul الى > (ق حالة تعظم‎ s LENT ذات‎ LALI 


/-أعد تطبيق الخطوات (7, (V‏ على الجدول الجديد حتى نصل إلى الحل الأمثل. 


vj 


U= 


= 


Uu, + رلا‎ = 110 
u; + مدلا‎ = 110 
Us + ولا‎ = 120 
Us + ونا‎ = 150 
ولا + ونا‎ = 140 
U, + v4 = 160 


الجدول رقم VA)‏ , ۷). يوضح الحل الأول الممكن باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي. 


کو۷ کڪ کے =¥1 





Cj =U F Vj 
بمعلومية‎ (V, VA) الأخرى من الجدول رقم‎ vis ui فيمكن إيجاد قيم‎ (ui-0) بافتراض أن‎ 
V , V4) كالتالي» والموضح في الجدول رقم‎ cj تكلفة النقل‎ 


===- = V = 110 
د‎ V; = 140 


V4 = 160‏ — ججج ججج 


۱۹۰ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في SS‏ 


الجدول رقم (V, V4)‏ يوضح إيجاد قيم vig u‏ للجدول الأول الممكن. 


الاد 





يمكن الآن إيجاد قيم ky‏ للخلايا غير المستخدمة كما يلى: 
kij = Cij — Uir Vj‏ 
ki; = 150-0 — 140 = 10‏ 
ko, = 70 - 10— 110 = -50‏ 
ką = 120-0 - 110 = 10‏ 


الجدول رقم (V, ۲١(‏ يوضح تحديد الكمية المنقولة للخلية ١‏ والتي تمثل أكبر منفعة RSS‏ 


el‏ سلاا اا س 
e mpl‏ 





من قيم السابقة نجد أن قيمة Kaj‏ هى أصغر قيمة سالية. سنقوم OVI‏ يتطبيق مسار الحلقة 
المغلقة» وذلك بوضع إشارة موجب في الخلايا «CELL;?5 CELL‏ وإشارة سالب في LALI‏ 


14 jr ee 


CELL CELL);‏ وحيث إن الكمية Xo»‏ أقل من الكمية ,× فإننا نطرح الكمية (Xx=25)‏ من 
الكمية في الخلية CELL»,‏ فتصبح (X55225-25-0‏ ومن الكمية في الخلية CELL);‏ فتصبح 3-0 
ونضيف هذه الكمية إلى الكميات في الخلايا ذات الإشارة الموجبة فتصبح 7<),2-30 3 .X21=25‏ نتيجة 
هذا التنفيذ موضح في الحدول رقم X5475, X44225, Cue (V, Y")‏ ,225 ري X,,710, X1?230,‏ 


AX 34725 


نتابع بإيجاد قيم vig ui‏ للجدول السابق بافتراض أن (ui-0)‏ وبمعلومية تكلفة النقل cy‏ : 


Ul, سە‎ Vi = | 10 ===- = V] = 110 
u;+v.=110 222-2----3 v= 110 
^ + Wo= T0 ======== Us = -40 

v4 = 190‏ ======== 150 = وبا + ينا 
u +v;=140 -----—-29  u,-.5‏ 

u, + v4 = 160 222------3 v4 = 210 


te‏ سار 


110 110) | 5l | 50 
— O EJ 


e . 


[25 | | | sy |]. S 


€ ا 
50 


[|]. | | 5) 2| — 


< plal al | 


نوجد المنفعة المفقودة للخلايا غير المستخدمة Kj‏ مرة أخرى: 





0 = 190 — 0 - 150 = وما 
k;4 = 180 — 0 — 210 = -30‏ 
k24 = 170 - (-40) — 210 = 0‏ 
ka = 140— (-50) - 110 = 80‏ 


نجد من قيم زالسابقة أن قيمة Kis‏ هى أصغر قيمة سالبة. سنقوم OVI‏ بتطبيق مسار الحلقة 
المغلقة وذلك بوضع إشارة موجب ف CELL; LAHI‏ و «CELL;‏ وإشارة سالب 3( CELL); LH‏ 


۹۲ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


CELL ; أقل من الكمية ,× فإننا نحذف هذه الكمية من الخلية‎ X325 حيث إن الكمية‎ CELL g3 
ونضيف هذه الكمية إلى‎ X155 فتصبح‎ CELL; ونطرحها من الكمية في الخلية‎ Xa) فتصبح‎ 
tT مو ضح‎ Lal جية فتصبح 5کو و530 ك. نتجه هذا‎ gh! الخلايا دات الاشارة‎ tT الكميات‎ 


A 11723, X 15730, A 13—5, A 51—23U, X 313—725, A 3417223 — «(¥ ; YY) الحدول رفم‎ 


الجدول رقم YY)‏ , ۷). يوضح تحديد الكمية المنقولة للخلية ١7‏ والتي تمثل أكبر منفعة XS‏ 





مرة أخرى وجل تیم "nd m‏ للجدول السابق بافتراض (u;=0) ol‏ وبمعلومية : تكلفة النقل é Cij‏ 
والموضح في الجدول رقم (v , YY)‏ کالتال: 


u + رب‎ = 110 S|} v, — 110 
إن‎ + 7 - 110 3 v;- 0 
Ul, = Va = 150 ========> V3 = 150 
Ls + Vi = 70 ————————— Us = -4() 
سس حك 140 2 ون + ون‎ u;=-10 


us + ¥4 = 160 ======== i V4 = 170 


١ مسألةالنقل‎ 


الحدول رقم YY)‏ ۷). يوضح ole!‏ قيم س vig‏ للجدول الثالث. 


الدمام 2 الرياض 1 


50-98 


" ا کے س‎ E 


| 


كذلك نوجد المنفعة المفقودة للخلايا غير المستخدمة kij‏ مرة أخرى: 





kı4 = 180- 0-170 - 10 
k» = 120 — (-40) - 110 = 0 

ko: = 150 — (-40) - 150 = 40 

k;, = 170 — (-40) - 170 = 40 

ks = 120 - (-10) — 110 = 0 

k32 = 140 — (-10) - 110 = 40 

وحيث إن جميع قيم kij‏ السابقة موجبة» فقد وصلنا إلى الحل الأمثل كا هو في الجدول رقم 

CV, Y£)‏ وهو [LI‏ نفسه الذي وصلنا إليه باستخدام طريقة المسار الحرج» وفيه التكلفة الكلية 


S) MY تساوع‎ 


الجدول رقم sii ati i AV, YE)‏ اسو Ud‏ س ن 


| pow [em 





۹٤‏ المدخل إلى ae JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


الحالة الثانية: الكمية المعروضة أكير من الكمية المطلوية: 

[Render et al, و[2003‎ [Kalavathy, 2002] [Gould et al, 1991] انظر‎ 

كانت تطبيقاتنا السابقة على حالة التعادل بين الكمية المعروضة والكمية المطلوبة» وهي حالة 
ks as‏ تحدث. OW‏ يمكن لنا التعامل مع حالة أن الكمية المعروضة أكبر من الكمية المطلوبة» وهي 
حالة من الحالات المتوقع حدوثها. التعامل مع هذه الحالة لا يختلف عا سبق إلا في شىء واحد فقطء 
وهو إضافة عمود يسمى وهمى (Dummy)‏ قيمة التكلفة الخاصة بالنقل فيه تساوي صفر. 

JC‏ رقم (VY)‏ الجدول رقم (V, Y o)‏ يمثل تعديلاً أحدثناه على الكمية المعروضة 
في المسألة السابقة رقم (V, Y)‏ بحيث تصبح الكمية المعروضة أكبر من الكمية المطلوبة بعدد ٠١‏ 
أطنان. 


الجدول رقم taa ad ar (V, Ye)‏ الث V,‏ بعد إضافة عمود وهمي. 
E EM Lov EZ‏ 


120 stn 150 = | 0 





—T "TEETH mo vam ara Iu ai سک‎ AV YA) الجدول رقم‎ 


E سامت‎ EH 
hte, el Pct 
w C. 


50 بريدة3 
a * | > | * |] * | *‏ 





١ 4 د‎ jr مسال‎ 


YI‏ أصبح عدد أعمدة الجدول رقم (V, Yo)‏ 5 أعمدة» وذلك بإضافة عمود وهمي بكمية 
مطلوبة ٠١‏ أطنان لزيادة الكمية المطلوبة حتى تتساوى مع الكمية المعروضة. لبدء JH‏ يمكن 
استخدام أي طريقة من الطرق السابقة لإيجاد الحل الأولى الممكن. يمثل الجدول رقم (V, Y‏ 
الحل الأولي الممكن باستخدام طريقة الركن الشلي الغربي. 


باستخدام أسلوب الحلقة المغلقة وطريقة الحجر المتدحرج لإيجاد الحل الأمثل» نبدأ بتقييم 
الخلايا غير المستخدمة: 


Ü > 10 Ü =20 Üj; =0 Ü» = —50 
Ung = () Us; =-—|0 Us; = 10 Us, = 30 


قيمة 0 للخلية CELL‏ هى أصغر قيمة سالبة» ولذلك يمكن W‏ تنفيذ عملية النقل على هذه 
الخلية ىا فعلنا في المسألة السابقة رقم CV , Y)‏ والجدول التالي رقم (TV, V)‏ يمثل الحل ذه المرحلة. 


الجدول رقم (V, YV)‏ يوضح نقل أكبر كمية ممكنة للخلية رقم (VN)‏ والتي تمثل أكبر منفعة RSS‏ 
DK‏ جدة(3) | الدمام() | الرياض() 


l= 50 


ا 
30 


الخر ج2 





M چ‎ 
Aa 


نقيِّم الخلايا غير المستخدمة مرة أخرى. 
Ü; = 0 Û4 2 0 U1; 2 0 Ux = 0‏ 
80 = يونا 60 = رونا 2-10 Ū,;‏ 0 = ,05 
قيمة لآ للخلية CELLis‏ هي أصغر قيمة سالبة» ولذلك يمكن UJ‏ تنفيذ عملية النقل على هذه 
الخلية والجدول رقم (V, YA)‏ يمثل الحل هذه المرحلة. 


TE‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


mii a ie aia rcs (v, Vid a 


[owe [ome Tom [oe | امه‎ 
Fag 


ESCASAS 


نقيم الخلايا غير المستخدمة eee‏ 





ÜU; = 0 Du = 0 Ü» = 50 Ün > 0 


Ü, = 60 Ü = 80 Us = 0‏ 0 = وول] 
قيمة 0 الخلية CELL);‏ هى أصغر قيمة سالبة» ولذلك يمكن UJ‏ تنفيذ عملية النقل على هذه 
الخلية والحدول رقم (۲۹ (V,‏ يمثل „il> l aid JAI‏ 


ESE أكر منفعة‎ P ل‎ XM. did a 





)40 = دولا () ك4 - Us‏ 50 = رونا 10 ورلا 
10 = ول 40 = Us,‏ 20 — زولا 40 = Us,‏ 


حيث إن قيم ا كلها dou ye‏ فقد وصلنا إلى الحل الأمثل» وفيه حرض تستبقي لديا ٠١‏ 
أطئان» وهى الفائض نتيجة لزيادة الكمية المعروضة على الكمية المطلوبة. 


۱ ۹۷ jr ee 
NU, 155٠٠١ = ت.ك.‎ 
الحالة الثالثة: الكمية المعروضة أصغر من الكمية المطلوبة:‎ 
[Render et al, 2003] 5 [Kalavathy, 2002] 9 [Gould et al, 1991] انظر‎ 
مثل الحالة السابقة» هذه حالة من الحالات التي يتوقع حدوثهاء ويمكن لنا التعامل مع هذه‎ 
قيمة التكلفة‎ c(Dummy) وذلك بإضافة صف ا وثمى‎ aati تعاملنا مع الحالة‎ LS JULI 
الخاصة بالنقل فيه تساوي صمر.‎ 


الجدول رقم ,۳١(‏ ۷). يوضح جدول النقل للمسألة رقم (V , Y)‏ بعد إضافة صف وهمي. 


ee 





AY, amen aii ت ا‎ (VYA) الجدول رقم‎ 


EHE OR RE BANT 


SEE 
Tes اك‎ | eR LA, DM 


spee ee 
ه ]| ه | هم | هاس‎ |] ٠ 





NUT = ت.ك.‎ 


TIA‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


مسالة رقم (V, Y)‏ والجدول رقم (VT)‏ يمثل تعديلاً أحدثناه على الكمية المعروضة في 
المسألة رقم (V, V)‏ بحيث تصبح الكمية المعروضة أصغر من الكمية المطلوبة بعدد ٠١‏ أطنان. 
الجدول السابق رقم Y D‏ ۷) يمثل الحل الأمثل. (حاول الحل لتصل إلى نفس هذه النتيجة) 


‘Degenerate Case حالة التحلل‎ 

.[Render et al, 2003] » [Daellenbach et al, و[1983‎ [Gould et al, 1991] انظر‎ 

تحدث IE‏ التحلل في جداول النقل عندما: ote)‏ الخلايا المستخدمة < ote‏ الصفوف + 
عدد الأعمدة )١-‏ ويدخل في ذلك الصف أو العمود الوهمى. وهذه الحالة غير مرغوب فيهاء 
والسبب في ذلك أنه لا يمكن استخدام طريقة الحجر المتدحرج أو طريقة التوزيع المعدلة لإيجاد الحل 
الأمثل ما يستدعي إيجاد وسائل للتغلب على هذه المشكلة عند حدوثها وكثيراً ما تحدث. لعلاج 
مشكلة التحلل يمكن نحويل إحدى LAH‏ غير المستخدمة إلى خلية اصطناعية مستخدمة (Artificial‏ 
(Used Cell)‏ وذلك بملء ote‏ من الخلايا غير المستخدمة بكمية اصطناعية تساوي الصفر 
(اصطناعية؛ لأا في الحقيقة خلية غير مستخدمة) حتى تتحول ال حالة إلى حالة عدم التحلل (عدد 
الخلايا المستخدمة = عدد الصفوف + عدد الأعمدة »)١-‏ عندئذ يمكن UJ‏ استخدام طريقة الحجر 
المتدحرج أو طريقة التوزيع المعدلة لإيجاد الحل الأمثل. 

مسألة رقم )£ , ۷). المسألة التالية كا في الجدول رقم (۷,۳۲) توضح هذه الحالةء في مثالنا 
هذا استخدمنا طريقة الركن CSI‏ الغربي لإيجاد الحل الأول (Sell‏ ويلاحظ هنا حالة التحلل؛ OY‏ 
ote‏ الخلايا المستخدمة في هذا الحدول ٤‏ خلايا والمطلوب T‏ خلايا مستخدمة» حيث لدينا ثلاثة 
G gine‏ وآربعة أعمدة. CELL; CELLA LAH Glue jme‏ وتملاها بالكمية الأصطاعة 
صفرء فيصبح لدينا T‏ خلايا مستخدمة» ونخرج من حالة التحلل كا في الجدول MS‏ رقم (Ye Y)‏ 


الجدول رقم (۷,۳۲). يوضح تكاليف النقل والكميات المعروضة والمطلوبة للمسألة رقم (؛ AV,‏ 





مسألةالنقل 144 


الجدول رقم (۷,۳۳). يوضح الحل الأولي الممكن وحدوث حالة التحلل. 





hy 5+ +2 ت.ك‎ 


باستخدام طريقة الحجر المتدحرج لإيجاد الحل الأمثل» نبدأ بإيجاد قيم 0 التالية للخلايا غير 
المستخدمة: 
.0= رولا ,4 د بولا Uy=3, Uj5-2-8,‏ ,ورلا ,21 درلا 
سننفذ عملية النقل على الخلية Uns) CELL;‏ أصغر قيم سالبة) والموضحة في الحدول رقم 
(V, Y £&)‏ 


الجدول رقم (V Y)‏ يوضح نقل أكبر كمية ESE‏ للخلية VY‏ والتي تمثل أكبر منفعة ممكنة. 





المدخل ae St}‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


لاحظ أن الخلية CELL;‏ خلية فارغة في الحقيقة لكن بقيت فيها الكمية صفر من الجدول 
السابق» ولذلك سنظل في حالة التحلل في هذا الجدول. مرة أخرى باستخدام طريقة الحجر 
المتدحرج نوجد قيم ا التالية للخلايا غير المستخدمة: 
8-- رولا 0U5;5-8, Uy=4,‏ ,11> برلا ,9 درلا Ui27,‏ 
ON a‏ عملية النقل على الخلية CELL;‏ )05 أصغر فيم سالبة),الموضحة في الحدول رقم 


(^; Y 0) 


الجدول رقم (V , Yo)‏ يوضح نقل أكبر كمية نمكنة للخلية رقم (Y D‏ والتي تمثل أكبر منفعة ASS‏ 





نلاحظ هنا أن قيمة التكلفة الكلية لم يتغير برغم تغير خط النقل» وذلك OY‏ التنفيذ تم على 
خلية مشغولة CELL‏ بالكمية صفر والتى تم نقلها إلى الخلية (CELL;‏ وكل ذلك حدث بسبب 
وجود حالة التحلل. نوجد OYI‏ قيم 0 الجديدة للخلايا غير المستخدمة: 
On=1, Das- 04-23, U4-8, 05-8, 04-24‏ 


ننفذ OYI‏ عملية النقل على الخلية CELL;‏ والموضحة في الجدول رقم (75, AV‏ 


Ya) مسألةالنقل‎ 


الجدول رقم AV YA)‏ يوضح نقل أكبر كمية ES‏ للخلية رقم VY)‏ والتي تمثل أكبر منفعة RSE‏ 





NU, YY * = So 
قيم (] الجديدة للخلايا غير المستخدمة:‎ 
Ü,21, 21و ,04-3 05-7 0427 ,3دبرة‎ 
الجديدة للخلايا غير المستخدمة موجبة» وحيث إن دالة الهدف للمسألة‎ D حيث إن جميع قيم‎ 
. هو تخفيض تكاليف النقل» فقد وصلنا إلى الحل الأمثل‎ 


حالة خاصة: حالة إغلاق بعض الطرق ]1991 [Gould et al,‏ و[2003 [Render et al,‏ 

JL‏ رقم )0 , ۷): ماذا يحدث لو أن بعض طرق ممنوعة (مغلقة)» مثلاً لو كان من الممنوع 
النقل من بريدة إلى جدة. في هذه الحالة LY‏ من تغيير تكلفة النقل من بريدة إلى جدة من ١5٠‏ ريالا 
إلى قيمة كبيرة جدأ نسميها LM‏ هذا يعني أن الجدول الأول باستخدام طريقة الركن ies!‏ الغربي 
سيظهر QUIS‏ كما في الجدول رقم (V, YV)‏ 


M ووجود طريق مغلق تكلفته‎ (V , —— M (v, ida الجدول‎ 


LIE D 
] 





w سا عا لطا‎ Ue 
اسم‎ te Le 
]سد‎ ps 





yey‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


بعد تقييم الخلايا غير المستخدمة ظهرت UJ‏ القيم التالية: 


M-120 [5 2-50‏ = ورلا 0 = ورلا 
Ü-M-140 Uy, =150-M 0, = POM‏ 


أصغر قيمة سالبة للمنفعة Ü‏ موجودة في الخلية غير المستخدمة .CELLs;‏ يمكن OW‏ تنفيذ idas‏ 
النقل لهذه الخلية» وسيظهر لنا GIS‏ الجدول رقم (V, YA)‏ نلاحظ هنا أن عدد الخلايا المشغولة أقل ما 
هو مطلوب في حالة عدم التحللء ولذلك سنملاً إحدى الخلايا غير المستخدمة ولتكن الخلية CELL33‏ 
بالكمية صفرء ونستمر في عملية التقييم حتى نصل إلى الحل الأمثل كا هو موضح في الجدول من 
(7,7) إلى الجدول V, ED‏ والحل الأمثل موجود في الجدول رقم AV EV)‏ 


الجدول رقم (v, YA)‏ يوضح نقل أكبر كمية EKE‏ للخلية رقم ome | (TV)‏ 
ا NT M‏ الدمام(2) الرياض(1) 


10 اللا‎ ases 
m NES 


| EI EUM = 


8-200 - رولا 30 = -M+160 Û14‏ = ورلا 
Us; = M-150 Ü, = = M-140 Us = 20 U33 = 0‏ 





ELK منفعة‎ ASÍ i dall ci stai للف للع‎ i الجدول رقم (۷,۳۹). اکت‎ 
EL Lana 


(1) o 
a | n — int 10050 | im EJ {> 


az es 


1 | 120 1 M0 























yey مسألةالنقل‎ 


40 = رولا 30 بورلا 0 > ورلا 
oa = M-160‏ 20 = دولا 10 = Us‏ 


im a hin a TU 


Bud zi — 


n 150 ds 170 





D = 40 Ui4 = 70 Ur = 10 
Us. | 





NU, vole = te 


Yee‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


تحليل الحساسية لمسألة النقل: 

رأينا سابقاً في موضوع تحليل الحساسية لمسائل البرمجة الخطية كيف يمكن معرفة الأثر الذي 
يظهر على الحل الأمثل عند تغير عنصر أو أكثر من عناصر البرنامج الخطي» وحيث إن مسألة JEN‏ 
ما هي إلا تطبيق من تطبيقات de J‏ الخطية» فإن استخدام التحليل السابق ممكن باستخدام مخرجات 
برنامح Lindo‏ أو باستخدام جداول النقل. سنركز في حديثنا هنا على دراسة تحليل الحساسية 
باستخدام جداول النقل. 


من المسألة رقم ١(‏ , ۷) وجدنا عند الحل الأمثل أن المتغيرات الأساسية هى X11=5, X12530,‏ 
X33=25, X34=25‏ ,30دروكا ,5-وركا SL oly‏ المتغيرات غير أساسية Oly‏ قيمة دالة الهدف تساوي 
$y ^ 8‏ \ ريال. 
أولا: أثر التغير فى معاملات المتغيرات فى دالة المدف: 

.[Wagner, 1989] ; [Winston, 2004[ انظر‎ 

١‏ - أثر التغير فى معاملات المتغيرات غير الأساسية فى دالة الهدف: 

إذا تغير المعامل © للمتغير غير الأساسى ز× في دالة المدف ضمن المدى المسموح به فإن هذا 
التغير لن يغير الحل الأمثل» ولا قيم المتغيرات» ولا قيمة دالة المدف ]2004 aly .[Winston,‏ 43 هذا 
cul‏ لمعاملات المتغيرات غير الأساسية في دالة C321‏ لمسألة النقل في حالة تخفيض التكاليف (Min)‏ 
فإن الحد الأعلى يكون دائ lul s‏ مالا غباية» حيث إن التكلفة الحالية لهذا المتغير غير مقبولة حاليآء نما 
جعل الكمية المنقولة تساوى Las‏ فكيف سيكون الحال لو زادت هذه التكلفة؟ أما قيمة الحد 
الأدنى فيمكن إيجادها بطرح التكلفة المخفضة من التكلفة الحالية لهذا المتغير والتكلفة المخفضة هنا 
يمكن إيجادها باستخدام طريقة الحجر المتدحرج من قيمة زلا أو باستخدام طريقة التوزيع المعدلة من 
Kj "TU‏ 

في المسألة رقم (VN)‏ نجد أن Xu‏ متغير غير أسامي وتكلفته YL, ١6١ IJH‏ للطن 
الواحد» وحيث إن قيمة 10-,,0] باستخدام طريقة الحجر المتدحرج (جدول رقم VY)‏ ,لا أو 
قيمة kj4210‏ باستخدام طريقة التوزيع المعدلة J pte)‏ رقم CV, YE)‏ فان pi AI‏ لمعامل 
4=180-10-0× بمعنى آخر ]13 كانت Ci € oo‏ > 170 فإن May JAI‏ لن يتغيرء ولن تتغير 
قيم المتغيرات» ولن تتغير قيمة دالة المدفء أما إذا انخفضت تكلفة هذا المتغير عن 17١‏ ريالاً مع ثبات 
العناصر الأخرى. Ol‏ الحل الأمثل سيتغير» وستتغير قيم المتغيرات. وستتغير قيمة دالة الهدف» ويتحول 


Yo jr ee 


هذا المتغيرٌُ من متغير غير أسامي إلى متغير أساسي. أما إذا كانت تكلفة هذا المتغير تساوي ١١‏ ريالاً 
بالضبط فسيكون لدينا حل بديل أو متعدد (Multiple or Alternative Optimal Solution)‏ بمعنى سيكون 
لدينا حلين» الأول يبقى الحال كا هو بدون تغير» والثاني سيتغير فيه الحل الأمثل» وستتغير قيم المتغيرات» 
ولكن تبقى قيمة دالة SM‏ کا هى. 
Y‏ أثر التغير في معاملات المتغيرات الأساسية في دالة الهدف: 

إذا تغير المعامل Ci‏ للمتغير الأساسي ;× في دالة Guhl‏ ضمن المدى المسموح به OB‏ هذا 
التغير لن يغير الحل الأمثلء ولا قيم المتغيرات ولكن ستتغير قيمة دالة الهدف ]2004 [Winston,‏ 
ولمعرفة هذا المدى لمعاملات المتغيرات الأساسية في دالة المهدف DLL‏ النقل في حالة تخفيض 
التكاليف (Min)‏ فيمكن استخدام طريقة الحجر المتدحرح أو طريقة التوزيع المعدلة. 

)باستخدام طريقة الحجر المتدحرج: 

لحرفة المدى الذي يتغير فيه معامل المتغير الأسامى CX‏ مسألة (VV)‏ يمكن لنا النظر في 
الجدول الأخير (النهائي) في قيم 0 للخلايا الفارغة وحلقاتما المغلقة» والتى تتضمن الخلية CELL};‏ 
عندما تكون الخلية تحمل إشارة موجب أو تحمل إشارة سالب. تتضمن قيم ا التالية (جدول 
(V, ۷‏ الحلقات المغلقة عندما تكون الخلية dum go CELL;;‏ وهي: Ün - +50, U^, =+40, Us,‏ 
0+-. وحيث إن أصغر قيمة موجودة في Uns‏ و 40+= OB » Ur,‏ النقصان المسموح به يساوي ٤١‏ 
NU;‏ للطن الواحد لمعامل المتغير الأساسى Xn‏ وبالمثل يمكن إيجاد الزيادة المسموح بها وهي في قيم 
U‏ (جدول رقم Als (ONLY)‏ تتضمن الحلقات المغلقة عندما تكون CELL); ALH‏ سالبة وهي: 
0- روناء وحيث إن أصغر قيمة وهي القيمة الوحيدة في حالتنا هذه موجودة 20+= ,ولا e‏ فإن 
الزيادة المسموح بها تساوي VL; ٠١‏ للطن الواحد لمعامل المتغير الأسامي Xu‏ 


ب) باستخدام طريقة التوزيع المعدلة: 

بنفس الطريقة السابقة يمكن استخدام ki‏ للخلايا الفارغة وحلقاتها المغلقة والتى تتضمن 
الخلية CELL),‏ عندما تكون الخلية تحمل إشارة موجب أو تحمل إشارة سالب. في (جدول رقم 
(V, YE)‏ وهو الجدول الأخير)» تتضمن قيم kj‏ التالية الحلقات المغلقة عندما تكون الخلية CELL,‏ 
موجبة وهى: 40+= -Kos =+50, ko; 240, k;,‏ وحيث إن أصغر قيمة موجودة 3 Kos‏ و40+= Ko,‏ . 
فإن النقصان المسموح به يساوي ٠١‏ ريالاً للطن الواحد لمعامل المتغير الأساسى -Xi‏ وبالمثل يمكن 
إيجاد الزيادة المسموح the‏ وهي في قيم Kj‏ (جدول رقم (V, Y)‏ والتي تتضمن الحلقات المغلقة 
عندما تكون الخلية CELL),‏ سالبة» وهى: 20+- Kai‏ » وحيث إن أصغر قيمة وهي القيمة الوحيدة في 


Y^‏ الملدخل إلى البرججة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


حالتنا هذه موجودة في20+- da;‏ فإن الزيادة المسموح بها تساوي NU; ٠١‏ للطن الواحد لمعامل 
المتغير الأساسى Xy‏ 

T ó‏ استخدام الأسلوب الرياضى التالي فلو فرضنا أننا أضفنا القيمة A‏ إلى تكلفة 
الكمية المنقولة في الخلية «Je g « CELL)‏ أصبحت cy =110+A‏ فيمكن إيجاد قيم v; ui‏ للجدول 
(V , Y £)‏ وبمعلومية تكلفة النقل نه (uj=0) Ol s‏ كالتالي: 


uj +¥, = 110 + A #هه د‎ yi 110+ A 
uj; +t Vo = 110 —Á — Vo = 110 

U) FY; = 150 = V; = 150 

V| = 70 ======== 3 Uy = -A-A‏ + جلا 

Us + V3 = 140 == m Us -— —]ü 

Us + V4 = 160 --------» V4 = 170 


k» = 120—(-40—A)-110=50+A>0 => A<50 
ka; = 150 — (40 - A) - 150 = 40 + A20 = A x 40 
koa = 170 - (40 - Aĵ- 170 =40 +A > 0 = Ax 40 
ki = 120 — (-10) - (110 + A) = 20 - A < 0 ==> A > 20 


ki; = 140 - (-10) - 110 = 40 


وهذا يعني أن ٠١ > ۸ > ٠١‏ أو أن الزيادة المسموح بها تساوي ٠١‏ والنقصان المسموح به 
يساوي E‏ 


ثانياً: أثر التغير في قيم الجانب الأيمن: 

.[Wagner, 1989] و‎ [Winston, 2004[ انظر‎ 

عند استخدامنا لجداول النقل فإن جميع القيود في مسألة النقل تكون قيوداً نشطة؛ وذلك 
LY‏ سنواجه بثالاث حالاات: 

الحالة الأولى: الكمية المعروضة تساوي الكمية المطلوبة» ولهذا فإن مجموع الكمية المنقولة من 
العارض تساوي الكمية المعروضة (الجانب الأيمن)؛ وكذلك مجموع الكمية المنقولة للطالب تساوي 
الكمية المطلوبة (الجانب الأيمن). وفي هذه الحالة فإن الجانب الأيسر يساوي الجانب الأيمن لجميع 
co seal‏ وإذا كان لدينا حل أمثل» فإن جميع القيود تكون قيودا نشطة كما في القاعدة Y)‏ , 7). 

DL!‏ الثانية والثالثة: الكمية المعروضة ASÍ‏ (أصغر) من الكمية المطلوبة وعندئذ لايد من 
إضافة عمود (صف) وهمي تكون فيه الكمية المطلوبة (المعروضة) تساوي القيمة المطلقة للفرق بين 
الكمية المعروضة والكمية المطلوبة» ومن ثم فإن مجموع الكمية المنقولة من العارض تساوي الكمية 
المعروضةء وكذلك مجموع الكمية المنقولة للطالب تساوي الكمية المطلوبة. ogla dy‏ الحالتين فإن 


Yay مالالا‎ 


الجانب الأيسر يساوي الجانب الأيمن لجميع القيود» وإذا كان لدينا حل أمثل فإن جميع القيود تكون 
قيودا نشطة ىا فى القاعدة (Y, Y)‏ 

ولهذا السبب فإن الحديث عن التغير في قيم الجانب الأيمن لن يفرّق بين القيود من حيث 
نشاطها. لاحظ أن هذا الأمر لا ينطبق عند الصياغة الرياضية باستخدام البرمجة الخطية إلا في حالة 
NE‏ اة pall‏ 9 ةراك a lll‏ 


إذا تغيرت الكمية المطلوبة والكمية المعروضة بالكمية A‏ فسيكون لدينا حالتان: 
Y‏ - إذاكاق i S Xj poll‏ الك doy all‏ الزادة ASN j openly‏ اال 
rece (Bat il‏ اساسا Coed‏ زياد الك Mik PM dents Xj‏ نان [LI‏ الأ لن جر ولك 
ستتغير قيم المتغيرات (الأثر فقط على المتغير (Xj‏ » وستتغير قيمة Ila‏ الهدف ]2004 Winston,‏ 
وتصبح: 
New Z-value = Old Z-value + ( C; x AX;)‏ 
يمكن استخدام المسألة رقم (V, D‏ (الجدول رقم CV, VV‏ فلو زادت الكمية المعروضة من 


حرض (Y)‏ والكمية المطلوبة من الدمام (Y)‏ بقيمة coul ٠١‏ فإن الحل الأمثل لن يتغير» ولكن 
تتغير قيمة Xiz‏ » وتصبح ٤١‏ » وكذلك تتغير قيمة دالة RABI‏ وتصبح 157٠٠١‏ ريالاً ؛ وذلك لأن 


المتغير × متغيرٌ أساسييٌ والأثر سيظهر GIS‏ جدول رقم EY)‏ , 7). 


New Z-value = 14200 + ( 110 x 10) = 15300 


الحدول رقم AM. £Y)‏ يوضح الزيادة في المعروض من حرض والمطلوب من الدمام شيمة ١٠١‏ أطئان. 
مش | اا راض( 


m" | p» m EN v | ou 


"Ix | es ال‎ 





Y*A‏ المدخل إلى البريحة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ويمكن أيضاً إيجاد قيمة دالة الهدف باستخدام خرجات طريقة التوزيع المعدلة ا وز حيث 
Ce]‏ يمثلان السعر الثنائي أو سعر الظل بعد عكس الإشارة» وعلى ذلك وكا ذكرنا في قاعدة 0-5 
فيمكن LES‏ دالة الهدف الحديدة UJ‏ 
New Z-value = Old Z-value + AS.u; + AD.v;‏ 
New Z-value = 14200 + 0(10) + 110(10) = 15300‏ 
-Y‏ إذا كاف à, Sall A053! j ogous dal sil ‘all iS i Gall 3) Xj poll‏ 
المزادة) متغيراً غير أساسي فيجب إيجاد الحلقة المغلقة التي تتضمن - lis‏ المتغير ]2004 .[Winston,‏ في 
هذه الحالة الخلايا ذات الإشارة (سالب) يتم زيادتها بالكمية 4 والخلايا ذات الإشارة (موجب) 
فيتم إنقاصها بالكمية Gl A‏ الخلية CELL;‏ والتي تمثل تقاطع صف الكمية المعروضة 5M‏ 531 وود 
t a‏ 
الكمية المطلوبة المزادة فتبقى كا هي. كمثال على ذلك يمكن استخدام المسألة رقم )۷,١(‏ و 
الجدول رقم (V, NV)‏ لإيضاح ما سيحدث فلو زادت الكمية المعروضة من حرض (Y)‏ والكمية 
المطلوبة من أبها (E)‏ بقيمة op OLLI ٠١‏ الحل الأمثل لن يتغير» ولكن ستتغير قيمة Xis‏ وتصبح 
0 » وقيمة Xag‏ تصبح O‏ » وذلك بإضافة قيمة ٠١‏ أطنان لکل dee‏ وتتغير قيمة X33‏ وتصبح 
٥‏ وذلك بطرح ٠‏ أطنان منهاء ولن تتغير قيمة Xia‏ » وتبقى غير أساسية» وكذلك تتغير قيمة دالة 
المدف وتصبح «JU; ١54٠٠‏ والأثر سيظهر GIS‏ جدول رقم (V, ET)‏ 


mici عع لم ل‎ a د‎ mi aa (V, d iic 


[ow [oe | سه‎ © 


عأ C=]‏ ا 


TW "PIE 
30 


50 





New Z-value = Old Z-value + ( C; x AX;) 


New Z = 14200 + 150(10) + 160(10) — 140(10) = 15900 


T 


New Z-value = Old Z-value + AS.u, + AD. v, 
New Z-value = 14200 + 10(0) + 10(170) = 15900 


لكن يجب ملاحظة أنه )13 كانت الكمية STA‏ من أصغر كمية موجودة في LILI‏ ذات 
الإشارة Ob Coe ye)‏ الحل يتحول إلى حل غير ممكن إذا بدأنا الحل في هذه المرحلة جدول رقم 
CV, VY)‏ مما يعنى أننا يجب أن نبداً الحل من البداية. ستأخذ المسألة رقم (VN)‏ والجدول رقم 
(V, YV)‏ لويضاح ما سيحدث فلو زادت الكمية المعروضة من حرض OV)‏ والكمية المطلوبة من 
Gl‏ )£( بقيمة * Of Lb Y‏ الخلية A CELL33‏ إشارة موجب» وعليه LY‏ من إنقاص الكمية 
في هذه الخلية بالكمية * Y‏ فتتحول قيمة Xas‏ » وتصبح سالب liage O‏ غير مقبول حيث لا يمكن 
نقل كمية سالبة. لكن لإيجاد الحل لهذه المسألة نبدأ باستخدام أي طريقة لإيجاد الحل الأولي» ثم 
نستمر إلى أن نصل إلى الحل الأمثل» وهنا سيكون الحل النهائي الأمثل S‏ في جدول رقم 
IW. TE)‏ 


Ab ۰ | om [ee] 2 (v, ££) الجدول رقم‎ 


| 
| m AA الر‎ E MN ا‎ 





NU, ۳۰ = ت.ك.‎ 


Y‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


السؤال الأول: أوجد الحل الأمثل إن وجد لمسألة النقل التالية» مع الشرح وإيجاد التكلفة 
الكلية. 


Macc 


ete ا‎ 
AEN 


[eet 





السؤال الثالث: أوجد الجدول الأول والثاني إن أمكن مع إيجاد التكلفة الكلية» وأسباب 
JU VI‏ أو عدم الانتقال من جدول إلى آخر لمسألة النقل ASS‏ 





ri jr ee 


السؤال الرابع: أوجد الحل الأمثل إن أمكن لمسألة النقل في السؤال الثالث مع الشرح وإيجاد 
العائد الكلى لكل جدول 3( حالة Max‏ 


تمرين وحله: 
أوجد الحل الأمثل إن aal b. amd. a‏ بال الكلية لكل جدول. 





و ol Le‏ الكمية المعروضة SI‏ من الكمية المطلو "tI i LL ci‏ عمود Ts‏ 
(Dummy)‏ وسنرمز له ja JU‏ 2 » وتكون الكمية المطلوبة هذا العمود تساوي القيمة المطلقة للفرق 
بين الكمية المعروضة» والكمية المطلوبة» وتكاليف النقل LL‏ هذا العمود تساوي صفراً. 


سنبدأ الجدول الأول باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي كما يلي: 





TC = 17900‏ 
3 = وولا ,3 = U5‏ ,9 = رونا ,1 = Üm‏ ,7 = يونا ,1- = Up‏ ,6- = ورلا ,4 = ورلا 


YAT‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


حيث إن لدينا قيمة سالبة 6- = Dia‏ » فإننا م نصل للحل الأمثل ولابد من عمل جدول OE‏ 
وننفذ في الخلية 5 .١‏ 





IC = 17300 0 1 1 1 0 0 
ورلا‎ =4, Ui = 3, Un = 7, ودلا‎ = 6, Usp = 7, ,د = رولا‎ Ugo = -3, وولا‎ = -3 


حيث 3- = دولا و3- = وو e‏ فإننا d‏ نصل للحل الأمثل ولا بد من عمل جدول ثالث وننفذ 
في Y)‏ , ۳) أو Qn, Y)‏ لنختار الخلية (Qu Y)‏ 

















TC = 17000 
Ui2 = 1, ورلا‎ = 7, Üp = 5, رونا‎ = 4, Ung = 3, Usp = 4, وولا ,3 = رونا‎ = 0 


e‏ جميع فيم U‏ مو جبة إلا واحدة تساوي الصفرء فقد وصلنا إلى الحل الأمثل. وهو 
حل متعدد .(Multiple Optimal Solution)‏ لاحظ كذلك twi‏ كنا في حالة تحلل مما استدعى إضافة 


صفر في واحدة من الخلايا الفارغة حتى نتمكن من حل المسألة. 


مسألةالنقل م 
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ry) Qe) 


مساألة التخصيص 


The Assignment Problem 


مسألة التخصيص أحد مواضيع بحوث العمليات والتي بدأت منذ مطلع القرن العشرين 
لكن العمل الذي قام به کل من sls‏ الرياضيات المنغاريين Egervary Jeno; Denes Konig‏ كات 
الشرارة التي أشعلت تطوير العمل في هذا المجال» 5 3( العام 455١م‏ قام T.E. Easterfield‏ بتطوير 
خوارزمية هذه المسآلة: 3( العام ١‏ أظهر George Dantzig‏ إمكانية صياغة مسألة التخصيص 
باستخدام البريجة الخطية للحصول على نتائج تعطي أعداداً صحيحة [Schrijver, (à L.S pb)‏ 
[2005. وتعني مسألة التخصيص بإيجاد التخصيص الأمثل لعدد « غير قابلة للقسمة من الموارد 
المتاحة لعدد n‏ من المهام. كمثال على ذلك تخصيص مديري لفروع البنك» أو تخصيص أطباء مناوبين 
لأقسام المستشفى وغير ذلك. ومسألة التخصيص هي شكل من تطبيقات JUS‏ النقل (أو من 
تطبيقات de J)‏ الخطية/ ieu‏ الأعداد الصحيحة الخطية) ولكنها تتصف :[Rardin, 1998] Wi‏ 

ILH في هذه‎ nem عدد مواقع الطلب يجب أن يساوي عدد مواقع العرضء أي أن‎ e 

.١ الكمية المعروضة والكمية المطلوبة لكل المواقع تساوي‎ ٠ 

© تخصيص مورد واحد فقط لكل مهمة. 

e‏ قيمة Xij‏ تساوي صفرًا أو واحذا. 

و تتكون مسألة التخصيص من العناصر التالية: 

١-مجموعة‏ من الموارد (مواقع العرض) عددها « . فالموقع i‏ يخصص منه وحدة واحدة 


Y\o 


ea‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


de pat- Y‏ من المهام (مواقع الطلب) عددها cn‏ فالموقع j‏ يخصص له وحدة واحدة فقط. 

٣-تكلفة‏ تخصيص (نقل) الوحدة الواحدة من الموارد i‏ إلى المهام j‏ والتي تمثل بالرمز ij‏ 

4-عدد الوحدات المخصصة من الموارد i‏ إلى المهام [ والتي تمثل بالرمز xij‏ حيث ‏ تساوي 
١‏ أو صفر. 

وعليه» فإن الشكل العام للصيغة الرياضية هذه المسألة سيكون كالتالي: 


in in 
Min w= ) ), cx 
| j=l 


iz 
Subject to 


n 


ya xj - 1 (= L2,....n) 
j=l 

fl 

à. xy71 (712...) 
iz] 
X; = 0 or l 


لنأخذ المثال التالى (مسألة (A, Y)‏ لإيضاح كيفية استخدام مسألة التخصيص: 

يرغب مدرب منتخب المملكة العربية السعودية للسباحة والمشارك في الدورة الأولبية 
اختيار فريق السباحة لديه في سباق التتابع» البيانات التالية في الجدول التالي تمثل الزمن المقطوع لكل 
سباح» ولكل نوع لكل ٠٠١‏ مترء والمطلوب اختيار الفريق الأمثل الذي يحقق أقل زمن إجمالي. 





لحل هذه ALM‏ يمكن لنا تعريف المتغبرات» وكتابة الصيغة الرياضية كالتال: 
24 السباح i‏ والمخصص لنوع السباحة j‏ (حيث (j=1,2,3,4 9 i=1,2,3,4‏ 


Min Ww = SIX, T 64X ^ T 53X13 +57 X44 + 51 + 67X49 + 54X93 + 56X ^4 T SOX 3 T 63X49 + 
56X33 + 60X34 + 53X4, + 64X4; + STK + ST X gy 


Subject To 
Ay) + X + وھ + ورا‎ = | 
Xa + An + Xay + توما‎ | 
Xal + X37 + X33 X37] 
Xal + وبا + دوک‎ X447] 
Ay, + Xa + رمم‎ + Xy = | 
X12 + ریک + روا + ووز‎ = | 
Xi + A53 + Xy + X437] 


X447]‏ + وبا + ویک + وھ 


Xj; = 0 or 1 (for i21,2,3,4 and j=1,2,3,4) 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 223,0000 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xu 0.000000 1.000000 
X 0.000000 2.000000 
Xu 1.000000 0.000000 
x 0.000000 2.000000 
dm 0.000000 0.000000 
x 0.000000 4.000000 
x 0.000000 0.000000 
x 1.000000 0.000000 
1 1.000000 0.000000 
X 0.000000 1.000000 
| eT 0.000000 3.000000 
| on 0.000000 5.000000 
xa 0.000000 1.000000 
x 1.000000 0.000000 
X. 0.000000 2.000000 
x 0.000000 0.000000 


الشكل رقم .)۸,١(‏ يوضح حل مسألة (A, Y)‏ باستخدام برنامج LINDO‏ 
اظهر امحل الامثل ال ANI ty pl‏ هو ai 5١١‏ بتخصيص إبراهيم TWIN TANM‏ 


Y\A‏ المدخل إلى البريجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


gol لكن هناك طريقة‎ tall وخالد للسباحة الحرم وعبداله لساحة‎ gbll لسباحة‎ we, 
عملية من حيث السرعة لحل مسائل التخصيص» وهي الطريقة الهنغارية.‎ 


الطريقة المنغارية ‘Hungarian Method‏ 
تم تطوير الطريقة ال هنغارية في العام 456١م‏ عن طريق  cHarold Kuhn‏ وأخذت اسمها هذا 
نتيجة OY‏ الخوارزمية الخاصة هذه المسألة هي نتيجة عمل قام به كل من Me‏ الرياضيات المنغاريين 
.[Schrijver, 2005] Egervary Jeno Denes Konig‏ وتقوم الطريقة ال هنغارية على تخفيض مصفوفة 
التكاليف ULL‏ التخصيص بجملة من العمليات الحسابية للوصول إلى خلايا ذات تكلفة تساوي 


خطوات الطريقة ا منغارية JL‏ التخفيض ]2003 [Render et al.,‏ : 
١‏ -إيجاد مصفوفة تكاليف مخفضة من مصفوقة التكاليف الأساسية: 
(i‏ صمم مصفوفة تكاليف جديدة» وذلك بطرح أقل تكلفة فی كل صف Cos. o‏ من 
جميع التكاليف في الصف. 
ب) من مصفوفة التكاليف الجديدة» اختر أقل تكلفة من كل عمود (أ.ت.ع.)» واطرحها 
من جميع التكاليف في العمود لتكون مصفوفة التكاليف المخفضة. 
١-ارسم‏ أقل عدد من الخطوط المستقيمة (أفقية أو عمودية أو كلاهما) شريطة تغطية جميع 
الأصفار في مصفوفة التكاليف المخفضة. 
C‏ إذا كان sae‏ الخطوط يساوي عدد الصفوف (الأعمدة)ء فقد وصلنا إلى JAN‏ 
الأمثل. 
ب) إذا كان عدد الخطوط أقل من عدد الصفوف (الأعمدة)» فاذهب للخطوة Y‏ 
۳-ابحث عن أصغر تكلفة غير مغطاة بالخطوط المستقيمة ولتكن k‏ 
(i‏ اطرح التكلفة » من كل WS‏ غير مغطاة بالخطوط المستقيمة. 
ب) أضف التكلفة ‏ إلى كل التكاليف التي تقع على تقاطع خطين مستقيمين. عد 
للخطوة „Y‏ 
لحل المسألة CA, V)‏ سنقوم بالتام: 


الخطوة الأولى: إيجاد أقل زمن GAS)‏ في كل صف كا في الجدول رقم ١(‏ ,۸) التالي: 


جدول رقم V‏ ,۸). إيجاد أقل زمن في كل صف. 





طرح أ.ت.ص. من جميع التكاليف لكل صف وإيجاد أ.ت.ع. كا هو موضح في الجدول 
التالي V , Y)‏ 


جدول رقم ole] (A, Y)‏ أقل زمن في كل عمود. 





تكون لدينا OV‏ مصفوفة التكاليف المخفضة التالية كا في الجدول رقم (A, Y)‏ 


YY:‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


جدول رقم (A, Y)‏ مصفوفة التكاليف المخفضة. 





الخطوة الثانية: نرسم أقل عدد من الخطوط المستقيمة لتغطية جميع الأصفار |S‏ هو موضح في 
الحدول التالي (A, E)‏ 


جدول رقم ols} (A,‏ أقل عدد من الخطوط المستقيمة. 





حيث إن sae‏ الخطوط المستقيمة أقل من عدد الصفوف (الأعمدة)ء فنذهب إلى الخطوة Y‏ 
الخطوة الثالثة: أقل تكلفة غير مغطاة تساوي CY‏ يعني أن cel‏ وبطرح Y‏ من التكاليف 
غير المغطاة» وإضافتها إلى التكاليف التي تقع على تقاطع خطين مستقيمين نحصل على الجدول التالي 
(A, 0)‏ 
جدول رقم )0 (A,‏ عمل الخطوة رقم Y‏ 





و بتطبيق الخطوة Y‏ مرةً أخرى في الجدول رقم (AV)‏ 


جدول رقم (A,‏ تطبيق الخطوة رقم ۲ مرة أخرى. 











بها أن عدد الخطوط المستقيمة في الجدول رقم (A, T)‏ يساوي عدد الصفوف. إذن وصلنا إلى 
الحل الأمثلء وذلك كالتالي: 

حيث إن الصف الأول (إبراهيم) لا يوجد فيه إلا صفر واحد تحت عمود فراشة» فيخصص 
إبراهيم لسباحة الفراشة» وكذلك لأنه لا يوجد إلا صفر واحد تحت عمود حرة في الصف الثالث 
(WE)‏ فنخصص خالد للسباحة الحرة. وحيث إنه يوجد في الصف الثاني (Xt)‏ صفرانء أحدهما 
تحت عمود حرة» ولأننا خصصنا خالد للسباحة الحرة» فيتم إلغاء هذا الصفر في الصف الثاني 
ويبقى لدينا صفر واحد تحت عمود ظهر» وهنا نخصص محمد لسباحة الظهر. أخيرا لم يبق لدينا إلا 

: , D 

عبدالله في الصف الرابع. ويوجد صفران احدهها نحت عمود ظهر وقد خصص (Xm‏ والاخر 
تحت صدر ونخصصه لعبدالله. أما المجموع AS‏ للزمن فهو: 


ope ray ا ی ا‎ eee eee 


خطوات الطريقة الهنغارية IL‏ التعظيم: 
لو كانت مسألة التخصيص ex:‏ بتعظيم الإيرادات مثلا بدلاً من تخفيض التكاليف» فيمكن 
s LAM‏ بنفس طريقة تخفيض التكاليف: ولكن بضرب جميع الإيرادات في ED‏ » وحلها lS‏ 

مسألة تخفيض تكاليف باستخدام الطريقة المنغارية ]2003 [Render et al.,‏ 
الثانية: تحوير خطوات الطريقة ال هنغارية كالتاى: 


SIS المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في‎ YYY 


١-إنجاد‏ مصفوفة إيرادات معظمة: 
هء صمم مصفوفة إيرادات جديدة» وذلك بطرح أكبر إيراد في كل صف (أ.!.ص.) من 
جميع الويرادات في الصف. 
ه من مصفوفة الإيرادات الجديدة» اختر أكبر إيراد من كل عمود (أ.إ.ع.): واطرحها 
من جميع الإيرادات في العمود لتكون مصفوفة الإيرادات المعظمة. 
۲-ارسم أقل one‏ من b hill‏ المستقيمة (أفقية أو عمودية أو كلاهما) لتغطية 
الأصفار في مصفوفة الإيرادات المعظمة. 
o‏ إذا كان عددالخطوط يساوي عدد الصفوف (الأعمدة)» فقد وصلنا 
إلى الحل الأمثل. 
e‏ إذا كان ote‏ الخطوط أقل من عدد الصفوف (الأعمدة)ء فاذهب 
للخطوة .Y‏ 
۳-ابحث عن أكبر إيراد غير مغطى بالخطوط المستقيمة ولتكن Kk‏ 
٠‏ اطرح الإيراد ءا من كل إيراد غير مغطى بالخطوط المستقيمة. 
EE «‏ الإيراد k‏ إلى كل الإيرادات التي تقع على تقاطع خطين مستقيمين. عد 
للخطوة .Y‏ 
الحل الأمثل للمسألة رقم (A, Y)‏ لو كان الحدف معرفة أكبر زمن يمكن أن يستغرقه 
السباحون الأربعة في سباق التتابع» هو تخصيص إبراهيم للحرة» ومحمد للصدرء وخالد ga‏ 
وعبدالله للفراشة» والزمن الكلي 775 ثانية. تحقق من ذلك. 


التخصص الممنوع: 

لو كان لدينا تخصيص منوع مثل منع تخصيص إبراهيم لسباحة الفراشة والحرة» فيجب 
تعديل الزمن (التكاليف) في المصفوفة للمسألة رقم A, V)‏ بوضع رقم كبير جداً موجب تحت 
عمودى > 8 وفراشة بالنسبة el aN‏ ويمكن تمثيل هذا الرقم الكبير بالرمز [Gould et al, M‏ 
[1991. بعد ذلك يمكن UJ‏ التعامل مع TLL‏ كا فعلنا سابقاء والجدول التالي رقم CA, V)‏ يوضح 
طريقة الحل هذه الحالة: 


prm t ata مصفوفة‎ (A, V) الجدول رقم‎ 





الخطوة الأولى: إيجاد أقل زمن (تكلفة) في كل صف كا في الجدول رقم CA, A)‏ التالي: 


الجدول رقم )^ (A,‏ إيجاد أقل زمن في كل صف. 




















(A, 8) رقم‎ UII 
الجدول رقم (۹ ,۸). إيجاد أقل زمن في كل عمود.‎ 





٤‏ المدخل إلى ae JI‏ الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


تكوّن لدينا OYI‏ مصفوفة التكاليف المخفضة التالية الجدول رقم CA, ٠١(‏ 


الجدول رقم (A, ٠١(‏ مصفوفة التكاليف المخفضة. 





الخطوة الثانية: نرسم أقل عدد من الخطوط المستقيمة لتغطية جميع الأصفار |S‏ هو موضح في 
الحدول UI‏ رقم (A, Y‏ 


الجدول رقم CA, VN)‏ إيجاد أقل عدد من الخطوط المستقيمة. 





حيث إن عدد الخطو b‏ المستقيمة أقل من عدد الصفوف (الأعمدة)» فنذهب إلى الخطوة Y‏ 


الخطوة الثالثة: أقل تكلفة غير مغطاة تساوي c£‏ ما يعنى أن cke4‏ وبطرح ٤‏ من التكاليف 
غير المغطاة» وإضافتها إلى التكاليف التي تقع عل تقاطع خطين مستقيمين نحصل على الجدول Ji‏ 
رقم (A, Y‏ 


YYo TUE IM E 


الحدول رقم (A, VY)‏ عمل الخطوة رقم AY)‏ 





و بتطبيق الخطوة Y‏ مرة أخرى الجدول رقم (A, VY)‏ 


الجدول رقم (A, W)‏ تطبيق الخطوة رقم Y‏ مرة أخرى. 





بها أن عدد الخطوط المستقيمة يساوي عدد الصفوف في الجدول رقم A, WO‏ إذاً UL‏ 
إلى الحل الأمثل» وذلك كالتال: 
حيث إن الصف الثالث (WE)‏ لا يوجد فيه إلا صفر واحد نحت عمود حرة» فيخصص 


خالد للسباحة الحرة. وحيث إنه يوجد في الصف GUI‏ (محمد) صفران» أحدهما تحت عمود حرة. 
ولأننا خصصنا WE‏ لسباحة الحرة» فيتم إلغاء هذا الصفر في الصف الثاني» ويبقى لدينا صفر واحد 
تحت عمود فراشة» وهنا نخصص محمد لسباحة الفراشة. في الصف الأول (إبراهيم)ء والصف 
الأخير (able)‏ بقى لدينا صفران تحت عمود صدرء وعمود ظهر. في هذه IL‏ يمكن أن نختار 
Lil pte‏ فنخصص إبراهيم لسباحة الصدرء وعبدالله لسباحة الظهر. يلاحظ أنه لو خصصنا 
إبراهيم لسباحة الظهرء وعبدالله لسباحة الصدرء فإن الزمن الكل أن يتغير (دالة الهدف)؛ OY‏ لدينا 
حل بديل. أما المجموع الكلي للزمن فهو: 


Yy‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 
مجموع الزمن = 15 + 5ه + ۲٠۵ = ۵۷ + ٠‏ ثانية 


يجب ملاحظة أنه لو كانت المسألة تعظيم» وكان LW‏ حالة تخصيص منوع» فيجب أن 
نستبدل الرمز N‏ بالرمز «(-M)‏ حيث -M‏ قيمة سالية صغيرة جداً. 


تماربن 
السؤال الأول: أحد المصانع لديه أربع آلات سيتم تخصيصها لأربع مهام» كل UT‏ يمكن 
تخصيصها CY‏ مهمة» وكل مهمة يمكن أن تتم عبر آلة واحدة» فإذا كان زمن تجهيز JYI‏ 
(setup time)‏ بالساعات GY‏ مهمة كا في الجدول التالى» فا هو التخصيص الأمثل لتخفيض 
زمن التجهيز الكلي؟ 





السؤال الثاني: إذا علمت أن الآلة الرابعة لا يمكن أن تنفذ المهمة الأولى للسؤال السابقء فا 
هو E‏ الأمثل؟ 

السؤال الثالث: لدى إدارة المبيعات ثلاثة رجال بيع في ثلاثة فروع Gob JU‏ الدمام» جدة) 
وتريد تخصيصهم لثلاثة مدن (بريدة» أبهاء تبوك)» يمثل الحدول التالي أسعار تذاكر الطيران بين 
المدن ل سه v mini s md. i‏ 





السؤال الرابع: للسؤال السابق» ما هو التخصيص الأمثل لو كانت القيم داخل الجدول 
السابق تمثل العوائد المتوقعة؟ 


SIS الخطية وتطبيقاتها في‎ de المدخل إلى‎ YYA 
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29) ojo) 


برمجة الأعداد الصحبحة الخطية 


Integer Linear Programming 


برمجة الأعداد الصحيحة الخطية (ILP)‏ هي أحد أنواع البريجة الخطية (LP)‏ لكن مع التنازل 
عن فرضية الاستمرارية (Continuity)‏ أو القابلية للقسمة [Gould et al, 1991] (Divisibility)‏ وهذا 
ما جعلها أكثر واقعية من البرمجة الخطية حيث إن المتغيرات فى أغلب الأحيان تتطلب قي صحيحة 
وبدون كسورء لكن المشكلة d‏ بر ڪه sac NI‏ الصحيحة J bits, deb Lal‏ في الحل» کا أن حل 
هذه المساكل نفسها أصعب» وخاصة كلا ازداد ote‏ المتقيرات. قد يتبادر إلى الذهن فكرة تقريب 
النتائح إل اق ب عدد صحيح عند استخدام البرمجة الخطية» وهذه الفكرة قد تجد القبول لدى الإدارة 
لو كانت المتغيرات (E‏ عدد الكرامى أو الطاولات المنتجة Yad‏ من 5515.75 كرسيًا مثلة: 
Ss‏ ال oS „ha Of M1 ge‏ الام تظهر اشميته بوضوح bl‏ كان eu yi‏ بمنتحات عالية 
التكلفة. مثال e Sls‏ فل ترعب الدولة في تشييد مطارات Ae‏ ودولية في بعض مناطق البلاد» ولكن 
إنشاء Uae T, VT‏ | محلياء Ua Y , EY‏ دوليا Fal‏ غير مقبول» وهنا يجد متخذو القرار أنفسهم غير 
Cnn‏ وغير مطمئنين oL‏ يتخدوا dial d‏ ۷ مطارات ate‏ ومطارين de ely Bere‏ فاعدة 
التقريب» وكذلك الحال قد يكون القرار ثنائي النتيجة مثل اتخاذ قرار بإنشاء مستودع في الرياض 
1=× أو عدم إنشائه OY € X=0‏ الحل باستخدام البرمجة الخطية قد (X20.35 | Jas)‏ وهذه النتيجة لا 
تعني شيئاً لمتخذ القرار. إن تقريب النتيجة إلى 76-0 أي عدم الإنشاء قد يكون قراراً سيئاً. عموما 
تجد الإدارة نفسها في بعض الأحيان في حاجة إلى استخدام برمجة الأعداد الصحيحة الخطية لكن تظل 
ae IJI‏ الخطية الأكثر استخداماً. 


TTA 


vv.‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


ie y‏ الأعداد الصحيحة الخطية (ILP)‏ هي i£ y‏ خطية تلتزم بجميع شروط البرمجة الخطية 
باستثناء أن بعض أو كل المتغيرات يجب أن تأخذ قي صحيحة. 


أنواع بر حة الأعداد الصحيحة ]1991 [Gould et al,‏ 
i2 Pas‏ الأعداد الصحيحة الخطية ‘Pure Integer Linear Programming Lathi‏ _ 
برمجة خطية تلتزم بجميع شروط ie JI‏ الخطية باستثناء أن كل المتغيرات يجب أن تأخذ 3( 


3 


بر جه الأعداد الصحيحة الخطية المختلطة ‘Mixed Integer Linear Programming‏ ھی 
ig,‏ خطية تلتزم بجميع شروط البرمجة الخطية باستثناء أن بعض المتغيرات يجب أن تأخذ 3( 


wk 


7"-برجة الأعداد الصحيحة الخطية الثنائية )2.0 Binary Integer Linear (Y-‏ 0-1 
[Programming‏ _ بر ihs at‏ يكون أحد المتغيرات فيها على الأقل يأخذ فيمتين فقط» وهما صفر 


„d| a أو‎ 


الأمثلة التالية توضح طرق صياغة مسائل dey‏ الأعداد الصحيحة لكل نوع من الأنواع 
Ax JI‏ 


بر حة الأعداد الصحيحة الخالصة (PILP)‏ 


مسألة رقم (A, N)‏ 
إحدى المؤسسات العاملة في التخليص الجمركي ترغب في التعاقد مع إحدى مؤسسات 
التدريب لتقديم دورات تدريبية في اللغة الإنجليزية» والحاسب SY)‏ لموظفيها في مكاتبها في كل من 
الرياض» وجدة»ء والدمام. يبين الجدول التالي عدد الموظفين المرشحين للتدريب من جميع المكاتب. 

وتكلفة الدورة التدريبية لكل موظف: 











بر جه الأعداد الصحيحة | vv ١ ‘je‏ 


فإذا كان عدد المتدربين في اللغة الإنجليزية لمكتب جدة» ومكتب الدمام يجب ألا يقل ٠ , ٤‏ 
لكل ces‏ من مجموع متدربي اللغة الإنجليزية» وأن ٠ , ٠‏ على الأقل من متدربي الحاسب الآلي يجب 
أن يكونوا من موظفي الرياض. كا أن عدد متدربي اللغة الإنجليزية» والحاسب الآلى يجب ألا يقل 
عن Al*‏ من عدد الموظفين المرشحين لكل دورة. المطلوب كتابة الصيغة الرياضية المناسبة على 
شكل برنامح خطي للأعداد الصحيحة لتخفيض تكلفة التدريب. 


لحل هذه المسألة نبداً بتعريف المتغيرات كالتالي: 
: عدد الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في اللغة الإنجليزية لمكتب الرياض. 
2X,‏ عدد الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في اللغة الإنجليزية لمكتب جدة. 
ote 2X;‏ الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في اللغة الإنجليزية لمكتب الدمام. 
Y,‏ عدد الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في الحاسب INI‏ لمكتب الرياض. 
ولا: عدد الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في الحاسب SY)‏ لمكتب جدة. 
دلا: عدد الموظفين الذين سيحصلون على دورة تدريبية في الحاسب ME‏ لمكتب الدمام. 


دالة الهدف هي تخفيض تكلفة التدريب لجميع الموظفين: 
Min w = 4000X, + 4000X, + 40000X, + 5000Y , + 5000Y; + 5000Y,‏ 
القيدان الأول والثاني للمسألة: يخصان عدد الموظفين الذين سيحصلون فعلاً على الدورات 
التدريبية في اللغة الإنجليزية» والحاسب الآلى على التوالى على ألا يقل عن /7٠‏ من عدد الموظفين 
المرشحين لكل دورة: 
A; > 30‏ + مد + A]‏ 
TET‏ 


القيدان الثالث والرابع: يخصان الشرط الخاص بنسبة الموظفين الذين سيحصلون على 
دورات تدريبية في اللغة الإنجليزية لمكتبي جدة» والدمام على التوالي: 
X> 0.4 (Kı +X +X) ===>  0.6X;-04X,-04X,20‏ 
X> 0.4 (Kı +X +X) ===> 0.6X;- 0.4X, - 0.4K» < 0‏ 
القيد الخامس: مخص الشرط الخاص بنسبة الموظفين الذين سيحصلون على دورات تدريبية 
في الحاسب الال لمكتب الرياض: 


vv‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


Y,z0.5(Y, + Y + Y ===>  0.5Y,-0.5Y,-0.5Y4,20 


بقي القيد الأخير والخاص بعدم السلبية» وكذلك باشتراط أن عدد الموظفين الذين 


X1, An X3. Yi, Yo, Y; 2 0 and All Integers 


131 الصياغة النهائية للمسألة ستكون MIS‏ 
Min w = 4000X, + 4000X; + 40000X; + 5000Y; + 5000Y- + 5000Y,‏ 
Subject To:‏ 
A | T X2 T A3 = 30‏ 
Yi + Yə- + Ya > 36‏ 
0.6X5 - 0.44, —0.4X. 2 0‏ 
0.6X5 - 0.4X, —0.4X4 > 0‏ 
0.5Y,; - 0.5 Y5—0.5 Y4 = 0‏ 
and All Integers‏ 0 2 ولا Xs X2. Xa, Y i, Yo,‏ 
de‏ الأعداد الصحيحة الخطية المختلطة :(MILP)‏ 
مسألة رقم Y)‏ ,4( 
مستثمر لديه مبلغ Mire te‏ ريال يريد استثارها ف شراء بيوت صغيرة: TURF‏ 
واسهم في إحدى (US SI‏ على امل أن يستثمر في المشروع او المشروعات التي ستزيد من راساله 
ule (à‏ العام عند البيع. فإذا IPSE‏ العوائد والحدود peal‏ 6 من الاستثار والموضحة في الحدول 
التالى» فيا هى الصيغة الرياضية المناسبة لحل هذه المسألة. 


. العائد المتوقع في نهاية العام . 
للوحدة 


الأمتار من الأراضي 





OY‏ الهدف هو الرغبة في زيادة رأساله في cell al‏ فإن هذا لن يتم إلا بتعظيم العوائد 
المتوقعة للمشاريع الاستثارية. بالتالي يعرف كل مشروع استثاري على أنه متغير مستقل . 


بر جة الأعداد الصحيحة الخطية yyy‏ 


لحل هذه المسألة نبدأ بتعريف المتغيرات كالتالي: 

:X,‏ عدد البيوت الصغيرة المطلوب شراؤها. 

LX;‏ عدد الأمتار من الأراضى المطلوب شراؤها. 

2X;‏ عدد الأسهم المطلوب شراؤها. 

حيث إن المتغير الأول والثالث لا يقبلان الكسورء فيجب أن نوضح ذلك في صياغتنا 
الرياضية على أساس (el‏ متغيران يأخذان أعداداً صحيحة فقط» أما المتغير GW‏ فيمكن أن يأخذ أي 
قيمة أكبر أو تساوي الصفر. دالة المدف هنا هي تعظيم القيمة الحالية للعوائد المتوقعة» وعليه فإن 
دالة المدف تساوي: 


Max z = 50000736 + 18X; + 25X; 


Ll‏ القيود فستظهر کالتالي: 
القيد الأول هو القيد الخاص بالاستثار والمحدد بمبلغ ٠٠٠٠٠٠٠١‏ ريال للاستثار في 
واحدة أو أكثر من هذه المشاريع» فالمشروع الأول تكلفته (450000X,‏ والمشروع الثاني تكلفته «150X,‏ 
والمشروع الثالث تكلفته  200X;‏ ومجموع هذه التكاليف يجب ألا يزيد عن Ly Yee‏ 
150X; + 200X; < 3000000‏ + 4500003 
القيد الثاني والثالث والرابع ستمثل الحد الأقصى للاستثار في أي من هذه المشاريع. 
فالمشروع الأول شراء بيوت صغيرة يجب ألا يتجاوز حجم je MI‏ فيه عن شراء © بيوت» وكذلك 
بالنسبة للأراضى فيجب ألا يتجاوز عدد الأمتار من الأراضى المشتراة عن hfe ١١٠٠١‏ وبالنسبة 
للأسهم فإن عدد الأسهم المشتراة يجب ألا يتجاوز ٠٠٠٠١‏ سهم. 
۰ 5 3 


X; < 12000 
X, < 10000 


d‏ قيد عدم السلبية وقيد الأعداد الصحيحة للمتغير الأول والثالث. 


Xo, A3 0‏ ,ريم 


X, A3 are Integers 


TY‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


الصيغة النهائية هذه المسألة ستظهر على الشكل التالى لبرمجة الأعداد الصحيحة المختلطة: 


Max z = 50000X , + 18X + 25X, 


Subject To: 
450000X |, + 150X; + 200X; = 3000000 
xX, =5 


X; < 12000 
X; = 10000 
X525. x. 0 
A}, A3 are Integers 

بر ie‏ الأعداد الصحيحة الخطية الثنائية (صفر —\( BILP‏ 0-1: 
شركة الأموال القابضة ترغب في الاستشار في واحدة أو أكثر من ٤‏ مشاريع استثارية 
معروضة عليها. يوضح الجدول التالي المشاريع الاستثارية الأربعة» والقيمة الحالية للعائد المتوقع 
بعد 0 سنوات لكل مشروع والتدفقات النقدية المطلوبة لكل مشروع والنقدية المتوفرة TUI‏ 
الشركة. فإذا أرادت الشركة البحث عن المشروع الاستثماري أو المشاريع الاستثارية المثلى على 
أساس تعظيم القيمة الحالية للعوائد المتوقعة» فهل يمكن حل هذه المسألة باستخدام بريجة الأعداد 

الصحيحة الخطية ALP‏ 


العائد المتوقع الندفقات النقدية بالآلاف في السنوات: 


بالآلاف 





نتيجة OY‏ الهدف هو تعظيم العوائد المتوقعة للمشاريع الاستثارية» فيمكن تعريف 
المتغيرات على أساس أن المتغير Xi‏ يمثل المشروع الاستثماري 1 حيث (1=1,2,3,4)» وهذا المتغير Xi‏ 
يأخذ القيم صفر أو .١‏ مثلاً إذا تم الاستثار في المشروع الاستثماري الأولء فإن 1-ركاء أما ذا لم يتم 
الاستثار في المشروع الاستثماري الأول» فإن X420‏ 
دالة المدف هنا هي تعظيم القيمة الحالية للعوائد المتوقعة» وعليه فإن دالة الهمدف تساوي: 
Max z = 70X; + 90X; + 100X; + 120X,‏ 


بر حة الأعداد الصحيحة الخطية YYo‏ 


أما القيود فتمثل التدفقات النقدية في كل سنة للمشاريع الأربعة والمقيدة بحد أقصى من 
النقدية المتوفرة سنوياً. القيد الأول مثلاً مقيد بمبلغ ٠٠٠٠١‏ ريال يمكن صرفها في السنة الأولى 
للمشاريع الاستئارية الأربعة: ويمكن صياغته كما de‏ 
10X, + 30X; + 10X; + 20X, > 50‏ 
و بقية القيود الأخرى يمكن صياغتها بنفس الطريقة والتي تمثل بقية السنوات: 
5X, + 20X; + 20X; + 10X, € 45‏ 
20X 10%) + 27X$ 4 40X, € 70‏ 
I0X, + 10X; + 20X4 + 20X, x 40‏ 
10X; + 10X3 + 20X, < 30‏ 
أخيراً ستكون الصيغة على شكل برججة الأعداد الصحيحة الخطية للمسألة كالتال: 
Max z = 70X1 + 90X2 + 100X3 + 24‏ 
subject To:‏ 
10X1 + 30X2 + 10X3 + 20X4 < 50‏ 
5X1 + 20X2 + 20X3 + 10X4 < 45‏ 
20X1 + 10X2 + 27X3 + 40X4 < 70‏ 
10X1 + 10X2 + 20X3 + 20X4 < 40‏ 
10X2 + 10X3 + 20X4 < 30‏ 
X1, X2, X3, X4 =0 or 1‏ 
JI‏ وط المنطقية ‘Logical Conditions‏ 
Gap‏ المنطقية إلى استنباط نتيجة أو نتائج حقيقية بناء على نتيجة أو نتائج حقيقية أخرى. 
l5 Jis‏ 
الرياض عاصمة المملكة العربية السعودية» d "VP‏ ن شی VRAT‏ التجارى السعودى. 
الا ساط الرياض. وجدة مدل سعوديه. 
أما الشروط المنطقية في المجال الرياضى» وفي برمجة الأعداد الصحيحةء فإنها تعنى استخدام 
الأسلوب. أو المنطق الرياضي لاستنباط القيود» أو الشروط المطلوبة Fly‏ على المعلومات المتاحة: 
والتى لم يكن بالإمكان إيجادها بشكل مباشر ]2005 [Bosch and Trick,‏ مثال ذلك شروط تصاغ 
بشكل (إذا - وبالتالي SUAS 9 «CIF - Then‏ شر وط تُصاغ بشكل (إما- أوع0 — (Either‏ . 


۳٦1‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


مثال ١(‏ ,4( 130 - وبالتالى :[Winston, 2004] (IF — Then‏ 
إذا كان الشرط أنه إذا استثمرنا في العقار × فلا يمكن أن نستثمر في العقار Op Y‏ هذا يعني: 
إذا كانت 1 = × فبالتالي 0 = Y‏ » والعكس صحيح» لكن يمكن ألا نستثمر في أي من 
العقارين» وبالتالى فيمكن أن تكون 0 = X‏ و0 = (Y‏ ويمكن GES‏ هذه الصيغة بالشكل الرياضى 
التالي : ۰ 
X+Y<1‏ 
X =Oorl, Y=Oor!‏ 


:[Winston, 2004] (Either — Or أو‎ — up (4, Y) Ji 
وحدة»‎ 0٠ وحدات» أو نشتري أكثر من‎ ٠١ إذا كان الشرط أن نشتري من المنتج × أقل من‎ 


X > 50 ,IX < 10 


فيمكن كتابة الصيغة بالشكل الرياضي التالي» حيث M‏ رقم كبير جداً: 
X x 10+ My‏ 
X > 50- M(I-y)‏ 
X>0,y=0OR1‏ 


فإذا كانت 20 y‏ فإن 10 € X‏ حيث: 


X x IO 
X 2-M 
حيث:‎ X>S500by=1 وإذا كانت‎ 
X=M 
X2 50 


المسائل التالية تمثل تطبيقات للشروط المنطقية في برمجة الأعداد الصحيحة الخطية: 


مسألة رقم )4,1( برمجة الأعداد الصحيحة الخطية والشروط المنطقية: 

ty‏ على معلومات من إدارة التسويق لشركة OW AN‏ الأولى والتى تظهر أن مبيعات 
الشركة في منطقتي الرياض وجدة أقل من منافساتها فقد قررت الشركة تخصيص مبلغ ٠٠٠٠٠١‏ 
ريال للدعاية لمنتجاتها في منطقتي الرياض. وجدة لمدة شهر ولثلاث فترات كحد أقصى باستخدام 


برمجة الأعداد الصحيحة | YYvy Adal‏ 


صحيفة العاصمة الصادرة في الرياض» وصحيفة الميناء الصادرة في جدة. فإذا أظهرت دراسة إدارة 
التسويق الجدول التالي الذي يبين العدد المتوقع للأشخاص aea all‏ للإعلان في كل جريدة» وني 
كل فترة حسب ode‏ الإعلانات V+)‏ إعلانات في جريدة العاصمة يعني أن عدد الأشخاص 
TE‏ للإعلان المتوقع = (5 × Arte = (Yere x E) + Oen‏ بافتراض أن 
الإعلان الواحد في جريدة العاصمة يكلف ٠٠٠٠١‏ ريال» والإعلان الواحد في جريدة الميناء يكلف 
٠‏ ريال » وبافتراض أن الُعرضين للإعلان يقرأون جريدة مدينتهم فقط. المطلوب إيجاد 
الصيغة الرياضية المناسبة لحل هذه المسألة يدف تعظيم عدد الأشخاص المعرضين للإعلان. 


Eon 
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I5] ١‏ كان عدد الإعلانات لحريدة العاصمة يساوي T‏ إعلانات 


j 5R:‏ صفر إذا كان غير ذلك 

Y‏ !13 كان ote‏ الإعلانات لحريدة العاصمة يساوي ٠١‏ إعلانات 
in‏ صفر إذا كان غير ذلك 

Y‏ إذا كان عدد الإعلانات لجريدة العاصمة يساوي ١5‏ إعلانا 
jh‏ صفر إذا كان غير ذلك 

١‏ إذا كان عدد الإعلانات لحريدة الميناء يساوي 5 إعلانات 
= صفر إذا كان غير ذلك 

1311 كان ote‏ الإعلانات لحريدة الميناء يساوي YY‏ إعلاناً 
die‏ صفر إذا كان غير ذلك 
١ Leg‏ ]15 كان عدد الإعلانات لجريدة الميناء يساوي ١5‏ إعلاناً 


صفر إذا كان غير ذلك. 


لحل هذه المسألة نبدأ بتعريف المتغيرات AWS‏ 
sae X;‏ الإعلانات لجريدة العاصمة 1 إعلانات للفترة الأولى. 
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المدخل إلى البرمجة اخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


sae‏ الإعلانات لحريدة العاصمة ٤‏ إعلانات للفترة الثانية. 
عدد الإعلانات لجريدة العاصمة 0 إعلانات للفترة الثالثة. 
عدد الإعلانات A‏ يدة الميناء ٤‏ إعلانات للفترة do‏ 
عدد الإعلانات لحريدة الميناء A‏ إعلانات للفترة الثانية. 
sae‏ الإعلانات لحريدة Y eU‏ إعلانات للفترة الثالثة. 


De 


— 


E 
A 
Y 


Ys 


YYA 


دالة الهدف هى تعظيم عدد الأشخاص المتعرضين OMEN‏ 


Max z = 10000X, + 12000736 + 13000X; + 8000Y, + دلا 12000 + ولا10000‎ 


القيد الأول للمسألة بخص المبلغ المخصص للإعلان وهو ١٠٠٠٠٠ء‏ ويجب ألا يتجاوز 


^| المبلغ : 


10000X, + LOOOOX, + 10000 X; + 85000Y , + 8000Y- + 8000Y; = 200000 


باقي القيود ستمثل الحد الأقصى من الإعلانات لكل فئة والشروط المنطقية: 

لجريدة العاصمة: إذا كان سيتم عمل ” إعلانات فيجب أن تكون R21‏ و0-ي8-ي8 ¢ أو أنه 
سيتم عمل ٠١‏ إعلانات» ولذلك C Ra=0 3 RR IHL OB‏ أو أنه سيتم عمل Sie] ٠١‏ ولذلك فإن 
RRR:‏ أو لا يتم الإعلان في جريدة العاصمة OB «le Gly‏ 85-0-:8-,8. إن إضافة 
المتغيرات وخ Ry, Ra,‏ ساعدت في عمل ما يسمى الشروط المنطقية» وفي مسألتنا هذه؛ وذلك OY‏ قيم 


هذه المتغيرات هي قيم ثنائية تساوي صفراً أو واحداً فقط. 
لحريدة الميناء: تم عمل نفس الطريقة السابقة» ولكن باستخدام المتغيرات Qi, Qz, Qi‏ 


X, =6R, 
X» = AR; 
X usi. 
R.-R,c 0 
R3-R; = Û 
Y, = 4Q, 
Y; = Q2 
Y; -3Q; 
Q;-Q;z 0 
Q3-Q5s 0 


برمجة الأعداد الصحيحة الخطية ۲۳4 


بقي القيد الأخير والخاص بعدم السلبية» وكذلك باشتراط أن عدد الإعلانات يجب أن 


X1, X2. M3, Yi Y 5, Y4 > () and All Integers, Ri Ra ,Ra Qı Q5 Q; =0or [ 


)15 الصياغة النهائية للمسألة ستكون كالتالي: 

Max z= 1000026 + 12000 X; + 13000X; + 8000Y; + 10000Y- + 12000Y 4 
subject To: 

10000X ; + 10000X + 10000X; + 8000Y , + 8000Y ; + 8000Y; = 200000 
X; = 6R, 

X,=4R; 

X;=5R; 

R,-R,= 0 

R;-R; > 0 

Y124Q, 

¥2=8Q) 

Y3 = 3Q; 

Q2-Q,= 0 

Q;-Q5x 0 

Xp X2, X4, Yi, Yo, Y4 2 0 and All Integers, R, ,Ro ,R4,Q; ,Q» .Q; 200r 1 


مسألة )£ ,4( de J‏ الأعداد الصحيحة الخطية والشر وط المنطقية ]2004 :[Winston‏ 

نتيجة لرغبة الجهاز الإداري والفنى للفريق الوطنى الفوز في المباراة القادمة ليضمنوا التأهل 
إلى بائيات كأس العالم» فقد el‏ مدرب m‏ بتصنيف p‏ الوسط والهجوم حسب قدراتهم في 
التسديد. المهارة الفردية» السرعة» التركيز في الملعب على أساس أن يختار منهم ستة فقطء يبدأ مهم 
المباراةء بالإضافة إلى رباعي الدفاع. وحارس المرمى الذين اختيروا سابقا. يوضح الجدول MS!‏ 
المراكز التى يجيدها اللاعبون وقدراتهم Y)‏ ضعيف إلى Y‏ متاز): 

ويرغب المدرب بالالتزام بالشروط التالية عند اختياره للاعبين الستة الذين سيبداً بهم 

ه أربعة من اللاعبين يجب أن تكون لديم القدرة على اللعب في الوسطء اثنين لديمم القدرة 
على اللعب كصانعي لعب» واثنين كمهاجمين. 

ه يجب أن يكون متوسط التسديدء ومتوسط المهارة» ومتوسط السرعة للاعبين المختارين 
؟ على الأقل. 


* 
LJ 


؟ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


.0 إذا لعب اللاعب رقم ١ء فيجب ألا يلعب اللاعب رقم‎ e 





ما هي الصيغة الرياضية المناسبة لحل هذه المسالة إذا علمت أن المدرب يرغب بتعظيم القدرة 
على التركيز لدى اللاعبين الستة الذين سيبدآ eec‏ 

لحل هذه المسألة نبدأ بتعريف المتغيرات SS‏ 

المتغيرات لدينا هم اللاعبون التسعة» لكن بمعلومية أن اللاعب» إما سيتم اختياره» وبذلك 
سيأخذ القيمة e ١‏ وإما لا يتم اختياره» وعليه يأخذ القيمة .٠‏ 

: اللاعب رقم i‏ حيث (1-1,2,...9) 

X;‏ = 1 ]13 كان اللاعب d‏ سييداً 

X;‏ = 0 ]13 كان اللاعب 1 لن يبدا 

PE all»‏ تعظيم القدرة على التركيز لدى اللاعبين المختارين من مجموع اللاعبين 
التسعة: 

Max z = 3X, + 3X; + X4 4 2X4 4 2X5 + REL 2X; + Xs ES 

القيد الأول بخص الحد الأدنى من لاعبى الوسط الذين سيبدأ بهم المباراة» وحيث إنه ليس 
كل اللاعبين بجيدون اللعب فى هذا المركزء فسنفاضل فى هذا القيد بين اللاعبين القادرين على اللعب 
ي الوسط: 


بر حة الأعداد الصحيحة الخطية e‏ 


KEREKER ECE 
كا فعلنا في القيد الأول نفعل في القيد الثاني والثالث بخصوص الحد الأدنى لصانعي اللعب‎ 
والحد الأدنى للمهاحمين في القيد الثالث:‎ GUI في القيد‎ 
Xa + Xgt+ X972 
Nock Mp Met AA Xo 
للاعبين المختارين بالنسبة للتسديد‎ (GLA! متوسط الأداء (الوسط‎ not القيد الرابع‎ 
ويجب أن نلاحظ هنا أن اللاعبين غير المختارين ستكون قيمهم صفر عند‎ Y الذي يجب ألا يقل عن‎ 
عدد‎ OY لكن‎ «Y الحل الأمثل ما لن يؤثر على شرط أن متوسط الأداء للاعبين المختارين لن يقل عن‎ 
فإن مجموع القيم للوسط الحسابي سيكون )632712( ولهذا سيظهر‎ T اللاعبين المختارين يساوي‎ 
القيد بالشكل التالي:‎ 
X, + 2X; + 2X4 + 2X4 + 3X5 + 3X5 + 2X5; + 2X5 + و2‎ 12 
للمهارة والتركية‎ ASL clo Vi الحد الأدتى لمتوسط‎ Obed القيد الخامن والقيد السادس‎ 
ما فعلنا في القيد السابق:‎ cele وسينطبق‎ 
2X, + 3X; 2X4, + 3X4 2X5 2 + 3X4 + 2X4 + 3X9 12 
AX + X; + 2X4 +X, + 3X4 Xo 2X5 + 3X, + 2X9 12 
في الملعب في الوقت‎ o واللاعب رقم‎ ١ القيد السابع يخص شرط عدم اجتماع اللاعب رقم‎ 
التي نجس الانتباه ها عند تطبيقها. لتطبيق‎ (Logical Conditions) من الشروط المنطقية‎ lia g نفسه»‎ 


هذا الشرط يجب ألا تكون قيمة 1=,× و1=و× في الوقت نفسه والقيد التالى يستوفي هذا الشرط: 
X,+X5 <1‏ 
فإذا كان 1=,× فإن 75-0 حيث إن مجموعههما يجب ألا يزيد عن I3] Ul . Y‏ كان ol X;-0‏ 


X;-1‏ أو X5=0‏ حيث إن [ge got‏ يجب ألا يزيد عن Y‏ كذلك. 

القيد الثامن والتاسع يخصان وجود اللاعبين رقم ۷ و۸ ضمن الستة الذين سيبداً مهم إذا بدأ 
اللعب باللاعب رقم ۲. هذا الشرط يعني إذا كان X=]‏ » فيجب أن يكون 1=× 5 eX gah‏ لكن I]‏ 
كان X;-0‏ « فيمكن أن يكون X720‏ أو 3-1 وكذلك 5-0 أو Xal‏ € وذلك لأنه يمكن البدء 
باللاعبين رقم V‏ ورقم ۸ أحدهما أو كلاهما أو (e sao‏ بدون البدء باللاعب رقم ۲. يمكن التعبير 
عن هذا الشرط بالقيدين التاليين: 


TET‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


المجهول y‏ سيأخذ قيمة ثنائية كذلك صفر أو ale »١‏ فالقيد )8( يعني أنه إذا كانت X521‏ 
y-0 ob‏ 
و هذا يؤدي إلى أن القيد )9( سيؤكد أن 1-وك-,< ؛ ON‏ الطرف الأيمن في المتراجحة )9( 
تساوي الصفر في هذه الحالة OY‏ 0=ر. أما إذا كانت 0-ركا ol‏ 2-1 في القيد (8)» Ut‏ يؤدي إلى أن X;‏ 
Xs,‏ يمكن أن يأخذان أي قيمة سواءً صفر أو ١‏ في القيد (9). 
کا یمکن أن نكتب هذا القيد کالتال: 
AX2—X]—XS8-UÜ‏ 
القيد العاشر يخص حالة اشتراط البدء باللاعب رقم Y‏ أو اللاعب رقم V‏ > وهذا يعني أنه 
يمكن بدء اللعب باللاعبين مجتمعين لكن لا يمكن تركههم| جميعاً خارج الملعب عند البدء. يستوفي 
القيد التالي الالتزام بهذا الشرط : 
| ےہک Xa+‏ 
فإذا کان 1= × 0B‏ »× يمكن أن يساوي صفر ويمكن أن يساوي Ul . ١‏ إذا كان 0= × « OB‏ 
× يجب أن يساوي c ١‏ وهذا ما Gat‏ الشرط. 
القيد الحادي عشر يخص شرط أن عدد اللاعبين الذين سيتم اختيارهم يجب أن يساوي T‏ 
وذلك کا يلي: 
Xi Xo +K X4 XS XK + Xo + Xo + X976‏ 
أخيراً قيد أن جميع المتغيرات dob‏ قبا نادة صفر أو A‏ 


Xj, Xz, Xi X4, Xs, Xo X5, Xg, Xo, y = 0-1 


إذاً الصياغة النهائية للمسألة ستكون كالتالى: 
Max z= 3X, + 3X3 + X3 + 2X4 + 2A. + 3X6 2X4 + Ag + 2X9‏ 
Subject To:‏ 
Xi + Xo + Xat Xet X7+ A24‏ 
Xa + X5 X922‏ 
X3 + X4 X5 + X7+ Xg t+ Xo > 2‏ 


X; + 2X, + 2X, + 2X, + 3X5 + 3X; + 2X4 + 2X4 + 2X9 12 
2M, 3X5 2X4 + Xa 2X5 + AA + 3X7 + 2X4 + 3X9 12 


AX) + Ao + 2X4 +X, + 3X4 + K+ 2X5 + 3Xg + 2X9 12 


بر ie‏ الأعداد الصحيحة الخطية Ye‏ 


Xs = [‏ + خم 

X» € (I — y) 

2 — X4- Kg €2y 

Xa + X= | 

M, + Ao t X, + XK + Xs Xo X; Xg + X970 
Xb Xo, X4 X4, X5, X; X7, Xg, X, y = Û or | 


ا لحل البياني لمسائل برمجة الأعداد الصحيحة 


سنبدأ بطريقة حل مسائل dey‏ الأعداد الصحيحة الخطية Lily‏ كا في JUI‏ رقم )0 ,4( 


التالية: 
Min w = 40X + 20Y‏ 
S.T.‏ 
6X + SY > 30‏ 
2X > 16‏ 
3X —3Y > 6‏ 
6X —6Y > -24‏ 


X = 0 and Integer, Y > 0 and Integer 
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الشكل رقم )4,1( يوضح حل المسألة رقم (5 ,4( بيانياً. 


٤‏ الملدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها بي الإدارة 


عند حل هذه المسألة باستخدام البرمجة الخطية (أي تجاهل شر ط الأعداد الصحيحة للمتغيرات). 
فإن الحل الأمثل يكون عندما تكون 079 = × و5.05 = Y‏ ومن ثم 132.63 = 2. OYI‏ إذا أردنا حل هذه 
المسألة بإضافة شرط الأعداد الصحيحة للمتغيرات» فإن أسرع طريقة لحل هذه المسألة هو باستخدام 
طريقة ميل واتجاه مستقيم دالة الهدف, وفي مسألتنا هذه فإن اتجاه مستقيم دالة ال هدف باتجاه جنوب غرب 
حيث إننا نحرص على تصغير × ولا؛ OV‏ معامليهما في دالة الهدف موجبان والمسألة 3( حالة Min‏ . 
وبذلك op‏ أفضل نقطة في هذا الاتجاه تعطى أعداداً صحيحة للمتغيرين هى عندما تكون X=1‏ و۷=5. 
أما إذا أردنا استخدام طريقة تقييم النقاط الركنية فقد لا نجد أعداداً صحيحةء وهنا نحتاج إلى تقييم 
النقاط القريبة من حدود منطقة الحلول الممكنة» وني اتجاه مستقيم دالة الهدف. لكن عملية تقييم جميع 
النقاط Sal‏ مجهد وغير عمل في الوقت ذاته» ولذلك لا بد من إيجاد طريقة أسهل وأسرع للحصول على 
الحل الأمثل. وهذه الطريقة تقوم على النظر إلى معاملات المتغيرات وإشاراتها في دالة الهدف» وحيث إن 
دالة الهدف LLL‏ هذه هى التصغيرء وأن معاملى × ولا في illa‏ المدف موجبان» فإن أفضل النقاط هى 
النقاط القصوى التي تصغر فيها قيمة التغيرين. انظر مثلاً لو أخذنا جميع النقاط التى يكون فيها المتغير × 
عدداً صحيحاًء وني اتجاه مستقيم دالة الهدف, ثم أخذنا النقاط القصوى فقط ذات الأعداد الصحيحة 
الصغرى للمتغير ل التي تقابل نقاط المتغير X‏ في منطقة الحلول الممكنة» وبمقارنة قيم 7 فيمكن لنا 
الوصول إلى الحل الأمثل بشكل أسرع. بتطبيق هذه الطريقة نجد أن الحل الأمثل هذه المسألة عندما تكون 
1 = × و5 - ۷ » ومن ثم 140 = (SZ‏ هو واضح في الجدول رقم .)4,١(‏ لاحظ أن قيمة دالة الهدف 
باستخدام برمجة الأعداد الصحيحة أسوأ من قيمة دالة المدف باستخدام البرمجة الخطية» وهذا Sal‏ متوقع 
بسبب إضافتنا لقيد جديد de NIL‏ الخطية» وهو أن تكون قيم المتغيرين X‏ ولا أعدادا صحيحة لكن 
من المستحيل أن تكون أفضل منها. كا يجب أن نبين أنه أحياناً تكون قيمة دالة GI‏ في ie y‏ الأعداد 
الصحيحة تساوي قيمة دالة الهدف في البرمجة الخطية» وذلك حين| تكون قيم المتغيرات في البرمجة الخطية 
عند الحل الأمثل أعداداً صحيحة. انظر قاعدة رقم D‏ ,8( 


LX LOG a | 
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قاعدة ر :[Winston, 2004] (4, M‏ 
حالة :Max‏ 
قيمة دالة الهدف فى البريجة الخطية أكبر من أو تساوي قيمة دالة الهمدف في ie y‏ الأعداد 
Z-value in LP > Z-value in ILP‏ 
‘Min JE‏ 


قيمة دالة الهمدف في البرمجة الخطية أصغر من أو تساوي قيمة دالة المدف في ie y‏ الأعداد 
الصحيحة الخطية. 





Z-value in LP < Z-value in ILP 


ل ii‏ الحد والفرع :Branch & Bound Algorithm‏ 
إن الطريقة المثالية لحل مسائل de,‏ الأعداد الصحيحة الخطية هي باستخدام طريقة الحد 
والفرع» والتى بدأ تطبيقها [Land & Doig, 1960] Land & Doig‏ وتقوم على أساس التفريع 
والاختبار» وذلك بعمل فروع للمسألة «(Subproblem)‏ وتكون هذه الفروع نشطة (Active)‏ إذا كان 
يمكن عمل فروع أخرى منهاء وغير نشطة (Inactive)‏ إذا d‏ نستطع عمل فروع أخرى منها. وتكون 

الفروع غير نشطة إذا: 
١‏ -وصلنا لحل أمثل و تحقق شرط الأعداد الصحيحة. 
١-وصلنا‏ لحل أمثل ولم يتحقق شرط الأعداد الصحيحة لكن قيمة دالة الهدف أسوأ من 
حل آخر أعطى أعداداً صحيحة. 
۳-إذا كانت نتيجة الفرع أن DLL‏ غير ممكنة ا حل . 
و لتطبيق طريقة الحد والفرع تتبع الخطوات التالية: 
١-حل‏ المسألة باستخدام البرمجة الخطية» وتعد قيمة دالة المدف هي الحد الأعلى في حالة 
(Upper Bound) Max‏ والحد 25V!‏ | 3( حالة «(Lower Bound) Min‏ 
أ) فإذا كان الحل الأمثل يعطي أعداداً صحيحة لقيم المتغيرات» فقد وصلنا للحل الأمثل 
de A‏ الأعداد الحيحة الخطية ونتوقف هنا. 
ب) إذا كان الحل لا يعطي أعداداً صحيحة للمتغيرات التي يجب أن تأخذ أعداداً صحيحة 
فنقوم بعمل مسألتين فرعيتين «Subproblems)‏ عن jb‏ يق تفريع المتغير الذي لم يأخذ lode‏ 


5 
“a 


YEN‏ المدخل إلى البرمجة الخطية وتطبيقاتها في الإدارة 


الحالية في المسألة الفرعية AGW‏ 

ex‏ اختبار المسألتين الفرعيتين» وتكون لدينا الحالات التالية: 

C‏ وصلن إلى حل أمثل وتحقق شرط الأعداد الصحيحة فنتوقف ولا نقوم بتفريع آخر 
لهذا الفرع» ويكون هذا الحل مرشحاً ليكون الحل الأمثل. (فرع غير نشط) 

Co‏ وصلنا إلى الحل الأمثل» ولكن لم يتحقق شرط الأعداد الصحيحة؛ وكانت قيمة دالة 
Gud‏ أكبر من آي حل آخر في Max JE‏ ( أو أصغر من أي حل آخر في حالة (Min‏ 
لأي فرع bel‏ أعدادا صحيحة» فنستمر ونقوم بعمل مسألتين فرعيتين كا في 
«co. Y‏ ولكن بإضافة قيد التفريع السابق. (فرع نشط) 

(c‏ وصانا إلى حل أمثل ولكن d‏ يتحقق شرط الأعداد الصححة» وكانت قيمة دالة 
Gut‏ لهذا الحل أصغر من أي حل آخر في حالة Max‏ أو أكبر من أي حل آخر في 
حالة (Min‏ لأي فرع أعطى أعداداً صحيحة فنتوقف. ولا نقوم بتفريع آخر لهذا 
الفرع. (فرع غير نشط) 

د) المسألة غير ise‏ فنتوقف. ولا نقوم بتفريع آخر هذا الفرع. (فرع غير نشط) 

۳-إذا لم يكن بالإمكان عمل أي تفريع لأي فرع (جميع الفروع غير نشطة) فنتوقف ونقارن 
بين قيم دالة الهدف للفروع التى حصلنا فيها على أعداد صحيحة للمتغيرات» ويكون الحل الأمثل 
هو أكبرها في حالة Max‏ » وأصغرها في حالة „Min‏ 


المسآلة التالية )4,1( توضح LAS‏ تطبيق طريقة الحد والفرع. 
XUI‏ رقم (4,57). أوجد الحل الأمثل للصيغة الرياضية التالية باستخدام طريقة الحد 
والفرع: 
Max z=8X + 5Y‏ 
S.T.‏ 
2X T 3Y =16‏ 
4X + SY 210‏ 
3X -3Y <6‏ 
8X —6Y > -24‏ 
X = 0 and Integer, Y > Û and Integer‏ 
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باستخدام البرمجة الخطية وبتجاهل شرط أو قيد الأعداد الصحيحةء فإن الحل الأمثل 
للمسألة رقم T)‏ ,5( ممثل بالنقطة A‏ » وفيها قيمة |S X244, Y-24, Z=47.2‏ هو مبين في الشكل 
رقم )4,1( وحيث إن قيمة كلا المتغيرين × ولا أعداد غير صحيحة. HE‏ شرط الأعداد 
الصحيحة فستبدأ بعمل مسألتين فرعيتين كا في ١.ب:‏ 

المسألة الفرعبة الأولى: هي نفس المسألة رقم (4,7) » ولكن بعد إلغاء قيد الأعداد 
الصحيحة؛ وبإضافة القيد التالى 5<×. عند حل هذه المسألة الجديدة سنحصل على حل غير تمكن 
وبذلك تكون المسألة الفرعية الأولى غير نشطة» فنتوقف ولا نعمل أي تفريع جديد. حالة ۲.د. 

المسألة الفرعية الثانية: هي نفس المسألة رقم (4,7)» ولكن بعد إلغاء قيد الأعداد 
الصحيحة» وبإضافة القيد .X<4 SU‏ عند حل هذه المسألة الجديدة سنحصل على X=4, Y=2.667,‏ 
253 » وحيث إن الحل الأمثل لا يعطي أعداداً صحيحة لجميع المتغيرات» وحيث إن المسألة 
الفرعية الأولى لم تعط حلا أمثلاً للأعداد الصحيحة فتظل المسألة الفرعية الثانية نشطةء ويمكن عمل 
تفريع جديد منها للمتغير لا. حالة ۲.ب. 

المسألة الفرعية الثالثة: هي نفس المسألة الفرعية الثانية» وبإضافة القيد التالي (9/<3). عند حل 
هذه المسألة الجديدة سنحصل على Y=3, Z-43‏ ,3.5=× » وحيث إن LI‏ الأمثل لا يعطى أعدادا 
صحيحة لجميع المتغيرات» وحيث إن المسائل الفرعية السابقة لم تعط حلا أمثلاً للأعداد eundi‏ 
فتظل المسألة الفرعية WW)‏ نشطةء ويمكن عمل تفريع جديد منها للمتغير K‏ 

المسألة الفرعية الرابعة: هي نفس المسألة الفرعية الثانية» وبإضافة القيد التالي (2>ل). عند 
حل هذه المسألة الجديدة سنحصل على 7-42 Y=2,‏ ,4=× » وحيث إن الحل الأمثل يعطى أعدادا 
صحيحة لجميع المتغيرات» وحيث إن المسائل الفرعية السابقة 1 تعط Se‏ أمثلاً للأعداد الصحيحة 
فنتوقف هنا وتكون BLL‏ الفرعية الرابعة غير نشطة» ولكن مرشحة لتكون الحل الأمثل للمسألة 
رقم V)‏ ,4( ال 

المسألة الفرعية الخامسة: هى نفس المسألة الفرعية AW‏ وبإضافة القيد (X24) (JEJE‏ عند 
حل هذه المسألة الجديدة Ji diii‏ حل غير ممكن وبذلك تكون المسألة الفرعية الخامسة غير 
نشطة. فنتوقف ولا نعمل أي تفريع جديد. حالة ۲.د. 

المسألة الفرعية السادسة: هي نفس المسألة الفرعية الثالثة» وبإضافة القيد التالي (X33)‏ عند 


حل هذه المسألة الجديدة سنحصل على Y=3.33, Z=40.667‏ ,36-3 » وحيث إن الحل الأمثل لا يعطى 
أعداداً صحيحة لجميع المتغيرات» وحيث إن المسألة في حالة c Max‏ وقيمة دالة الهدف أصغر من قيم 
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دالة Gast‏ لمسألة Le‏ سابقة أعطت أعداداً صحيحة (المسألة الفرعية الرابعة)» فنتوقف وتكون 
المسألة الفرعية السادسة غير نشطة. حالة ۲.ج. 

وحيث إنه لا يوجد أي تفريع جديد» فإن الحل الأمثل سيكون أفضل حل أعطى أعدادا 
صحيحة» وهو حل المسألة الفرعية الرابعة. الحل الأمثل للمسألة )4,1( هو 72-42 Y=2,‏ ,4=×. 
حل هذه JC‏ موضح في الأشكال رقم Y‏ , 4) إلى ٤(‏ , 4). 





الشكل رقم (4,7). يوضح الشكل البياني للمسألة رقم 8,70( 
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Z = 40.667, X =3, Y =3.33 INFEASIBLE الحل غير ممكن‎ 


الشكل رقم Y)‏ 9). يوضح الرسوم البيانية باستخدام طريقة الحد والفرع لحل مسألة رقم 8,70( 
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Max 
Z-47.2 UB 
xX = 4.4 

Y-2.4 


الشكل رقم E)‏ ,4( يوضح طريقة الحد والفرع لحل مسألة رقم (A,‏ 
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تمرين وحله 
المصنع الوطني للحقائب الجلدية يرغب في صناعة ثلاثة أنواع من الحقائب: حقائب سفر 
صغيرة» وحقائب يد نسائية» ومحافظ جيب رجالية» وكل نوع يحتاج إلى UI‏ مختلفة للتصنيع. يبين 
الجدول التالي الربح للوحدة من كل نوع قبل احتساب تكلفة تشغيل الآلة الخاصة» وكمية المواد 
الخام (الجلود)» وساعات العمل اللازمة للتصنيع للوحدة من كل نوع. فإذا علمت أن كمية المواد 
الخام المتاحة be yy‏ تساوي ٠٠١‏ متر مربع» وساعات العمل المتاحة يوميا تساوي ١١١‏ ساعة» اكتب 
الصيغة الرياضية المناسبة لتعظيم الأرباح الكلية للمصنع يومياً. 


e Po e حت‎ 


ee 
LI A TW I 4 E 


ote 1X,‏ حقائت السفر المنتجة. 
1X,‏ عدد حقائب اليد المنتجة. 





LII‏ تساوي | إذا تم إنتاج حقائب سفر وتساوي صفر إذا لم يتم الإنتاج. 
ولا: تساوي ١‏ إذا تم إنتاح حقائب يد وتساوي صفر إذا لم يتم COM‏ 
ولا: تساوي \ إذا تم إنتاج محافظ جيب وتساوي صفر إذالم يتم الإنتاج. 


Max z = 300X , + 150X; + 120%; — 400Y , — 300¥ 2 — 400Y 4 
subject To 
3X, + Xo + 0.5X4 = 100 
AX, + 1.5X5 + 2.5X4 = 120 
X; € MY, 
Xo = MY; 
X3 MY; 
X1, 42, A37 0 and Integers, Yi, Y, ولا‎ = Û OR I 


X 1-20, X,-0, X3=24, Y,-1, Y;20, Y3=1, Z-10780 السالة:‎ oh الأمثل‎ E 
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ارين 
السؤال الأول: أوجد الحل الأمثل للمسألة التالية: 
Max z = ZX + 3Y‏ 
S.T.‏ 
2X + AY < 20‏ 
3X -4Y «25‏ 
X, Y = 0 and Integers‏ 
السؤال الثاني: أوجد الحل الأمثل للمسألة التالية: 
C‏ باستخدام الرسم البياني 
ب) باستخدام طريقة الحد والفرع 
Max z=4X + 3Y‏ 
S.T.‏ 
4X +9Y = 26‏ 


8X -5Y € 17 
X, Y => 0 and Integers 


السؤال الثالث: أوجد الحل الأمثل للمسألة التالية: 
C‏ باستخدام الرسم البياني 
Min w = 4X + 5Y‏ 
S.T.‏ 
2X +8Y = 10‏ 
6X + 4Y > 14‏ 
2X —3Y € 14‏ 
X, Y = 0 and Integers‏ 


سبع فرص استثارية أمامه. فإذا كان العائد على الاستشار i‏ يساوي Ri‏ وقيمة (تكلفة) الاستثار i‏ 
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تساوي Ci‏ الجدول التالي يبين الاستثارات المتاحة والشروط الخاصة بها. المطلوب GES‏ الصيغة 
الرياضية على شكل ILP‏ لتكبير مجموع عوائد الاستثارات هذا المستثمر بمعلومية أن الاستثمارات لا 
يمكن أن تتجزاً. 















































لا جوز emu ol‏ 2 إلا إذا استثمر ف 1 
jot‏ ان سعبرق 3 إلا إذا M‏ 
يجب أن يستثمر ف 4 إِذا استثمر في 1 و2 


2 gl 1 potted إذا‎ 5,3 patty له آن‎ 5,2 V 


3 5623 MS 63 as ol 5,2 y 
+ aad إذا استعمر في 2 ول‎ V] 7 لا جوز أن يستكمر ف‎ 
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